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Kurzfassung:

In der vorliegenden Arbeit werden kontinuumsmechanisegbblBme mit nichtmateriellen Rand-

bedingungen untersucht. Randbedingungen gelten dalvechtsnateriell, wenn sie im Zeitverlauf

nicht ein und demselben materiellen Punkt zugeordnet wdtdenen. Die Erweiterung der klas-

sischen kontinuumsmechanischen Feldgleichungen umesBlahdbedingungen erfolgt unter An-
wendung einer Arbitrary-AGRANGE-EULER-Kinematik. Hierbei wird eine Notation entwickelt,

bei der Feldgré3en und Operatoren ihre jeweilige Plataggaindeutig zugeordnet wird. Insbeson-
dere in Hinblick auf eine konsistente Darstellung von Atblegsoperatoren werden die Vorteile
dieser Schreibweise dargelegt.

Zur Ermittlung und Untersuchung (semi-)analytischer ligen dienen Beispiele eindimensio-
naler Kontinua, die sich zwei unterschiedlichen Probles&en zuordnen lassen. In der ersten
Problemklasse gelingen analytische Losungen mit Hilfe®lntegrations- und eines Separations-
ansatzes fur das Modell einer axial unbewegten, schwiregeaite. Als nichtmaterielle Rand-
bedingungen werden dabei die transversalen Verschiehuamgewei zeitabhangigen Positionen
zu null vorgeschrieben. In der zweiten Problemklasse sind 8aite sowie ein Seil, die einer
vorgegebenen axialen Flhrungsbewegung unterliegen,nSeegel der Untersuchung. In diesem
Fall sind die zwei vorgegebenen, raumlich festen Versceimgbrandbedingungen nichtmateriell.
Es finden (semi-)analytische Verfahren Anwendung. Die tRejaschwindigkeit zwischen den
Randbedingungen und dem jeweils betrachteten Kontinuum @abei als beliebig zeitabhan-
gig angenommen. Eine experimentelle Studie zum Schwirgueralten eines Monochords mit
nichtmateriellen Randbedingungen vervollstandigt di@lfse eindimensionaler Kontinua.

Aus den ermittelten (semi-)analytischen Losungen werdaksthlisse auf das Transformations-
verhalten der Bewegungsgleichungen dreidimensional@etiiioa gezogen. Damit sind die ent-
wickelten Methoden in vielen technischen Anwendungenetiimr. Als ein wirtschaftlich bedeu-
tendes Beispiel ist die Schwingungsanalyse axial bew@&gteierbahnen in Papierproduktionsma-
schinen zu nennen.

Schlusselworte: nichtmaterielle Randbedingungen, Kontinuumsmechaniger@ornotation,
Arbitrary-LAGRANGE-EULER-Kinematik, (semi-)analytische Methoden
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Abstract:

Within this work, problems of continuum mechanics with nmoaterial boundary conditions are
investigated. Boundary conditions are classified as notemahif they can not be assigned to one
and only one material particle over time. The extension efdlassical field-equations of continu-
um mechanics by such boundary conditions is realized byiagn of Arbitrary-LAGRANGE-
EULER-Kinematics. Therefore a notation, which assigns the @algr placement to field quanti-
ties and operators, is developed. The advantages of taiorotan be identified particularly with
regard to a consistent representation of derivative opeyat

Examples of one-dimensional continua, which can be asditmelifferent problem categories,
are used to determine and investigate (semi-)analytidatisos. In the first category, analytical
solutions can be found using an integral and a separatiomulation for the model of an axially
non-moving, vibrating string. As non-material boundaryd@ibions the transverse displacements
at two time-dependent positions are prescribed to zeroriAgsand a wire, which are moved
axially, are investigated within the second problem catgda this case, the prescribed, spatially
fixed displacement conditions are non-material. The agphethods are (semi-)analytical. The
relative velocity between the boundary conditions and thvesitlered continuum is assumed to be
arbitrary time-dependent. An experimental study on theatibn behaviour of a monochord with
non-material boundary conditions completes the analyssie-dimensional continua.

Conclusions on the transformation of the equations of maotibthree-dimensional continua are
derived from the determined (semi-)analytical solutidfar. this reason the developed methods
are usable in many technical applications. The vibratiaiyais of axially moving paper sheets in
papermaking machines can be stated as an economical impextmple.

Keywords: non-material boundary conditions, continuum mechanigserator notation,
Arbitrary-LAGRANGE-EULER-Kinematics, (semi-)analytic methods
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1 Einfuhrung
1.1 Einleitendes

In der Natur gibt es keinen Stillstand. Auch wenn es im Bawnezmahlreiche Prozesse gibt, die
abhangig von der verwendeten Zeitskala so langsam abladéss sie als quasi-statisch ange-
nommen werden kénnen, hat es Sinn, auch als Bauingenieyti@mik von Strukturen naher
zu betrachten. In der klassischen Baudynamik im Bauwesen der Strukturdynamik im Ma-
schinenwesen werden hauptséchlich Systeme mit sogenamateriellen Randbedingungen un-
tersucht. Dabei kbnnen Randbedingungen fur SpannungervVedsehiebungen lber die Zeit ein
und demselben Materiepunkt zugeordnet werden. Unabhéaygn kénnen Randbedingungen
und Belastungen auch noch von unterschiedlichen Gro3eingbh. Neben der Zeit ist z. B. die
Deformation zu nennen. Folgelasten sind ein Beispiel fimrdeationsabhangige Randbedingun-
gen (vgl. [BATRA 1972]).

IV. De motu Nervi tenfi. Per Brook Taylor Armig.
Recal. Societat. Sodul.

Lemma I.
Simt ADF B, &
E A__ e ¢ e B A A2 B Curve
W-——A % due,quarum re-
.IT"'J:S‘ latio inte fé hec

eft, ut, duitis ad
Libitum ordinatisC aD.Ee T, it Co:CD::E2:EF.
Tum ordinatis in infinituns imminutis, adeo ut coincidant
Curve cum axe AB 5 dico quod fit ultima ratio curvature
in o ad curvatwram in D, ut C 5 ad CD.

Abbildung 1.1: Die schwingende Saite mit materiellen Ratibgungen aus fiyLOR 1713]

Das relativ einfache Modell einer beidseitig festgehatealastischen Saite steht exemplarisch fir
ein schwingungsfahiges System (s. Abb. 1.1). Als mechhas®@roblem wurde die ,schwingen-
de Saite” bereits im Jahre 1713 formuliert (saAYToR 1713]). Die Bewegungsgleichung dieses
Systems ist die eindimensionale Wellengleichung, dieneriiblichen Schreibweise als

O?u(t, ) , 0*u(t, ) . N
—— L " ——==0 mit c:i=4/— 1.1
ot? o ‘ p (1.1)
notiert werden kann. Sie stellt einen Zusammenhang zwmsdka transversalen Saitenverschie-
bungenu, der konstanten Saitenvorspannuligund der verteilten Masse der Sajidner, wobei
die Grol3ec auch als Wellenausbreitungsgeschwindigkeit bezeichivet Wie (klassischen) ma-
teriellen Randbedingungen einer Saite der Lanig@nnen in homogener Form mit

u(t,0)=0 und wu(t,l)=0 (1.2)

angegeben werden. Die Anfangsbedingungen der Versclgebumnd Verschiebungsgeschwin-
digkeiten vervollstandigen die Problemformulierung. Big Analyse der Schwingungen solcher
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Systeme existiert bereits eine Vielzahl von Methoden. Uditssen Methoden gibt es zwei heraus-
ragende Anséatze zur Beschreibung des Systemverhaltendiél#eit. Zum einen kann das (tran-
siente) Zeitverhalten durch explizite (numerische) Dégmration bestimmt werden. Der Vorteil
der Verfahren, welche diesen Ansatz verwenden, liegt ifvitiglichkeit sehr komplizierte (nicht-
lineare) Material- und Strukturmodelle einzusetzen. Naitig wirkt sich jedoch der relativ hohe
numerische Aufwand bei Frequenzanalysen aus, da beispisks bei akustischen Untersuchun-
gen fur ein breites Frequenzspektrum sehr kleine Zeitdaliten erforderlich sind. Zum anderen
ist es moglich, den Zeitverlauf der Systembewegung dureh(ierlagerung von Eigenmoden
zu beschreiben. Dabei steht dem Vorteil einer kiirzerenddenengsdauer die meist erforderliche
Einfachheit der Material- und Strukturmodelle entgegen.

Neben den beschriebenen Problemen mit materiellen Raimdjuedjen existiert auch eine Viel-
zahl von Anwendungen mit nichtmateriellen Randbedingangelche tber die Zeit nicht ein und
demselben materiellen Punkt zugeordnet werden kbnnenahmien dieser Arbeit ist die Definiti-
on der nichtmateriellen Randbedingungen auf die relatagelzu materiellen Punkten beschrankt
und ist demnach nicht mit zeitverdnderlichen Randbediggarzu verwechseln, die auch entste-
hen, wenn sich z. B. ein Brickenlager zeitabhéangig hebt enéltoder sich die Steifigkeit einer
Federlagerung zeitlich verandert.

Als einfaches Beispiel nichtmaterieller Randbedingunkgem erneut die schwingende Saite die-
nen. Dazu wird vergleichbar dem Vibrato eines Violinenkgygedas rechte Lager relativ zur Saite
als beweglich angenommen. Wird fur die Relativverschiglmwischen Randbedingung und Saite
die FunktionV angenommen, so sind bei gleicher BewegungsgleichungéiiBelschreibung der
Saitenschwingungen (Gl. (1.1)) nun die Randbedingungen

u(t,r=0)=0 und u(t,z=101+V(t) =0 (1.3)

gultig. Demzufolge ist die Position der zweiten Randbedimgzeitabhangig und sie besitzt einen
nichtmateriellen Charakter. Probleme mit solchen ze#aligen Randbedingungen sind vor al-
lem in Anwendungsgebieten des Maschinbaues vertretereidés der wichtigsten Gebiete gilt
die Beschreibung von Kontaktproblemen wie bei schneleralen Radern im StraRenverkehr bzw.
Radsétzen im Bahnverkehr (s.ARME 2006]). Hierbei kbnnen die Kontaktpunkte zwischen Rad
und Untergrund als Positionen nichtmaterieller Randlgdigen interpretiert werden. In die-
se Gruppe von Anwendungen rotierender Strukturen mit makgriellen Randbedingungen las-
sen sich auch die Behandlung von Bremsscheiben €&rZHER 2008]), Festplatten und Rotoren
(s.[KARCH & RIEMER 1994, GHUNG et al. 2000]) einordnen.

Ein weiteres wichtiges Gebiet von Problemen mit nichtmellen Randbedingungen ist
das Feld der axial bewegten Kontinua. Dabei werden in ddmniechen Umsetzung Kor-
per mit einer relativ geringen Dicke, beispielsweise Blatt(s. [BANICHUK et al. 2010])
oder Netze (s. [MRYNOwsKI 2008]) in Walzwerken (s. [HLL & HAMMELMULLER 2006])
oder Uber Kalander (s. [BOMMUNDT 2009]) bewegt. Hierzu gehéren auch Probleme,
wie sie in der Papier- und Textilherstellung (s. £V8s1999, BEITELSCHMIDT 2002]),
bei Transportbandern (s. [MANKER 1960], Bandsagen (s. [bIrE 1965]) und Triebrie-
men (s. [MATTHIEU 1961, HEDRIH 2007]) sowie Keilriemen (s. [d 2001, BELYAEV 2003])
auftreten. Bei diesen Anwendungen lasst sich die Bewegueg Idontinuums aus ei-
ner axialen Fuhrungsbewegung und einer DeformationshavwegSchwingung) zusammen-
setzen. Zur Erganzung seien auch Kabelsysteme mit vetdmder Masse wie Aufzlge
(s. [WAUER 1975, WAUER 1976, TRIANTAFYLLOU 1985, EERKINS & C. D. MOTE 1987]), soge-
nannte Space-Tether (s§SWARZBART et al. 2009]) sowie Balkensysteme veranderlicher L&nge
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(s. [BEHDINAN et al. 1997, BRTHELS 2008]) genannt. Auch auf dem Gebiet der Fluiddynamik
spielen Systeme mit nichtmateriellen RandbedingungentzeBler Behandlung von Bohrgestan-
gen eine grofRe Rolle. IN{lRISITS & STEINDL 2011, ROTH 1965] werden deshalb Modelle von
flissigkeitsdurchstromten Rohren mit ahnlichen Methodsrahdelt.

Auf all diesen Gebieten existieren bereits umfangreichtetdnchungen fir stationdre Bewegun-
gen, d. h. Bewegungen mit einem zeitlich konstanten Gesutigkeitsfeld. Im Bereich der in-
stationdren oder transienten Bewegungen gibt es jedoctvenige Untersuchungen, und wenn
sie existieren, verwenden sie zumeist den numerisch adligen Ansatz der Zeitintegration
oder beschranken sich auf einfache Beschleunigungsterl@ashalb beschéftigt sich diese Ar-
beit u.a. mit der dreidimensionalen kontinuumsmechaeisddeschreibung von Systemen mit
nichtmateriellen Randbedingungen fiir beliebige zeitveeiliche Geschwindigkeitsfelder. Fur die
konkrete Umsetzung werden eindimensionale Beispielerabi deren analytische und semi-
analytische Losungen zu Schlussfolgerungen flir dreidsno@ale Problemstellungen genutzt wer-
den konnen. Die dabei entwickelten Methoden und die ermaft&esultate helfen bei der Weiter-
entwicklung der genannten technischen Anwendungen.
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1.2 Stand des Wissens

Die Begrindung der Kontinuumsmechanik wird in der Literagtwa mit der Formulierung des
Spannungs- und Deformationsbegriffes fur homogene ipetkdrper durch @ucHy im Jah-

re 1827 festgelegt (vgl. [B\BO 1987, S. 402]). Seitdem wurde die kontinuumsmechanische Be
schreibung auch fur Bewegungen fortlaufend erweitert wrdinheitlicht. Obwohl zahlreiche An-
wendungen existieren, deren Modellierung nichtmaterifindbedingungen enthélt, hat es einige
Zeit gebraucht, bis sichIRMER in [RIEMER 1985] und [REMER 1989] mit der ,Theorie elasti-
scher Kontinua mit nichtmateriellen Ubergangsbedingnhdeschéftige und so nichtmaterielle
Randbedingungen in die dreidimensionale Kontinuumsnrektenfiihrte.

Eine wesentliche Klasse solcher Anwendungen in der Mekhaind Kontaktprobleme, und ein
besonders hervorzuhebendes Beispiel ist das des Rolktestévgl. auch Abschnitt 1.1). Hier-
bei hatten friihere Arbeiten (wie f’PPL 1947]) vor allem analytische Verfahren zur Berechnung
der Kontaktspannungsverteilung beim Rad-Schiene-Rgautg zum Inhalt, wahrend aktuellere
Schriften den statischen und dynamischen Kontakt seterakgn im Kontext der Kontinuumsme-
chanik behandeln (vgl. [KLKER 1979, WILLNER 2003]).

Innerhalb der Beschreibung von Rollvorgéngen lassen sueh grof3ere Entwicklungszweige er-
kennen. Zum einen wird die (Roll-)Bewegung eines Kontinguiber eine (deformierbare) Un-
terlage untersucht und zum anderen sind (deformierbar&grldgen, auf denen ein Kérper eine
(Roll-)Bewegung vollfiihrt, Gegenstand der Analyse (sA[ISKE et al. 2011]). Der Unterschied
liegt demnach darin, ob der Fokus der Erforschung auf delandén Korper oder der Unterlage
liegt. Die Entwicklung der Methoden lasst sich besondetsagu Beispiel der Fahrbahn-Reifen-
Interaktion und der Rad-Schiene-Interaktion schildeanh@r aufgrund der enormen wirtschatftli-
chen (z. B. Reifenabrieb) und gesellschaftlichen Bedepu{anB. Schallemission) besonders viele
Forschungsarbeiten existieren.

Untersuchungen, deren Hauptaugenmerk auf der Behandemgotllenden Korpers liegt, un-
terscheiden sich vor allem in der Komplexitat des Rad- bzeifédRmodells. Die relativ fri-
hen Arbeiten wie z.B. [BHM 1966, BoHM 1985] erlauben z.T. noch analytische Ldsungen,
da der Reifen auf einen elastisch gebetteten Kreisring eder Schale reduziert wird. Spéa-
tere Arbeiten erganzen die Modellierung des Reifens um dasfigkeit der Seitenwande
und den Innendruck (s. u.a. gOPP1992]). Durch diese relativ komplizierten Modelle zei-
gen Vergleiche von Simulations- und Messergebnissentbamrdativ gute Ubereinstimmungen
(s.[ANDERSsONet al. 2004, WLLENS & K ROPP2004]).

In der aktuelleren Entwicklung sind methodisch vor allemezWVege zu verzeichnen. Zum
einen wird das transiente Zeitverhalten mit expliziter tingegration simuliert. Die fur ei-
ne Analyse notwendigen kleinen Zeitschrittweiten konnabed eine Einschrankung darstel-
len, da der numerische Aufwand dann verhaltnismé&fig hochSiellvertretend sind Arbei-
ten wie [Rao et al. 2003, KALL et al. 2004] zu nennen. Zum anderen wird der Ansatz verwen-
det, die Bewegung durch Uberlagerung von Eigenmoden zihbeiben, wobei die Grundvor-
aussetzung hierfir eine lineare oder zumindest konsifitezdrisierte Bewegungsgleichung ist
(vgl. [WRIGGERS1988])).

Ein Hilfsmittel bei der Linearisierung von Gleichungene dewegungen mit grof3en Verschie-
bungen abbilden, ist die Anwendung einer sogenannte ArgHtAGRANGE-EULER-Kinematik
(ALE). Bei dieser aus der Fluiddynamik stammenden Kinekn@ti [DONEA & HUERTA 2003])
wird die Gesamtbewegung zerlegt in zwei Teilbewegungehebasst sich die Dekomposition der
Bewegung so wahlen, dass eine Teilbewegung nur noch klesfi@rdationen enthalt und somit
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sinnvoll linearisiert werden kanhAufbauend auf den grundsatzlichen Uberlegungen zum Roll-
kontakt und zur ALE-Beschreibung in BR¢KENHORST 1992] und [NACKENHORST 2000] wird
dieses Vorgehen in Folgearbeiten um die RotationsbewedaadReifens ergénzt und so in die
Behandlung von Rollkontaktproblemen eingefihrt. IR[BKMEIER 2007] wird diese Methode
weiter verbessert, so dass sie fir stationare Rollbewegufig die Betriebsschwingungsanalyse
bei hohen Frequenzen numerisch effektiv eingesetzt wedaien.

Fur die Analyse des Verhaltens einer (bis auf Deformatipnerbewegten Unterlage existie-
ren ebenfalls zahlreiche Arbeiten. Besonders zu betomehtserbei die Stabilitatsuntersuchun-
gen der elastischen Schiene unter Bertcksichtigung deh$gdeirkung von Rad und Schiene
in [OSTERMEYER 1988], wo fiir die Beschreibung des Variationsprinzips deniéne als elasti-
sches Balkenkontinuum eine mitbewegte Ortsvariable &ingewird. Mit einem ahnlichen An-
satz, aber mit (semi-)analytischen Losungsverfahrenatdin [BoGACz & SzoLc 1993] und
[BAJER & DYNIEWICZ 2008] die Schwingungen von eindimensionalen Kontinuay dlee kon-
zentrierte Massen geftihrt werden. Sind der Modellierundgjésem Fall auch starke Grenzen ge-
setzt, liegen die Vorteile (semi-)analytischer Untersungen in einem tieferen Verstandnis flr den
Ldsungsprozess sowie fir die Einfliisse von Modellparameter

Unter anderem deshalb beschéftigen sich auch noch akeidltbeiten mit vereinfachten (eindi-
mensionalen) Modellen, die einer (semi-)analytischerubgszuganglich sind. Fur den Rollkon-
takt sind dies insbesondere Kreisring- oder Zylindersatnalodelle mit elastischem oder inelasti-
schem Materialverhalten. So behandeloptic & SOEDEL 1987] einen elastischen Kreisring mit
wandernder Last und einen sich drehenden Kreisring mit lighrfester Last. Zwei weitere aktu-
ellere Beispiele sind mit einer Stabilitatsuntersuchwnginem rotierenden Kreisring, der auf Fe-
dern mit zeitveranderlicher Steifigkeit gelagert ist, iInNEHI & PARKER 2006] sowie der analy-
tischen Betrachtung eines rotierenden Kreisrings aufistder Bettung in [W & PARKER 2006]
gegeben.

Die mechanische Behandlung eindimensionaler Struktuegreime sehr lange Tradition. Zum
einen aufgrund ihrer Einfachheit in der mathematischercBesbung und zum anderen aufgrund
der Verbreitung schlanker Bauteile in der Wirklichkeit inrfh von Balken, Stutzen, Seilen oder
Saiten. Ohne Anspruch auf Vollstandigkeit soll zur Einandg des Forschungsthemas deshalb ein
kurzer Uberblick tiber die Entwicklung der Theorie eindisienaler Kontinua gegeben werden,
die sich an den Ausfiihrungen vord&06 1987] und [DUGAS 1988] orientiert.

Die musiktheoretischen Untersuchungen voeRdENNE im 17. Jahrhundert konnen wohl als
Einstieg in die Erforschung schlanker Kontinua betrachtetden. NN WTON setzte diese Un-
tersuchungen systematisch fort und beschrieb am Beispieschwingenden Saite erstmals die
Entstehung und Fortpflanzung von Schallwellen. Die Bewgggleichung der Saitenschwingung
wird TAYLOR zugeordnet, welcher 1713 erstmals Gl. (1.1) in der damdish#m geometrischen
Art und Weise herleitete (s. Abb. 1.1). DIAMBERT entwickelte 1747 eine Losung dieser Bewe-
gungsgleichung zur Ermittlung der Saitenauslenkung, heebuf dem Ansatz

u(t,x) =g(t+x)+ h(t — ) (1.4)

mit den willkirlichen Funktioneng und h basiert. Die noch unvollkommene L&sung
D’A LEMBERTS verbesserte B ER kurze Zeit spater, so dass ab 1748 eine Losung fur dieses
Problem vorlag. Eine sehr originelle Lésung des Problemscdavingenden Saite gelang danach

! Dieses Vorgehen lasst sich in der Fluiddynamik auch als eitalzhangiges Kontrollvolumen interpretieren
(s. z.B.[IRSCHIK & HoLL 2002]).
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DANIEL BERNOULLI, welcher die Loésung durch Superposition von Einzell6sarggbaute. Ab-
weichend von der kontinuierlichen Beschreibung der Saitel LAGRANGE zwischen 1759 und
1762, dass eine durch Punktmassen diskretisierte Saite auclikigenfrequenzen besitzt. Mit
den zunehmenden Mdglichkeiten der mathematischen Besaohgeund dem wachsenden Ver-
standnis fur die zugrundeliegenden partiellen Differ@gteichungen war es nicht mehr langer
notwendig, nur noch biegeweiche, eindimensionale Koatimie die Saite zu betrachten. Dement-
sprechend konnten nachfolgend auch die Bewegungsgleenuiir verschiedene Arten von Bal-
ken aufgestellt und gelost werden. Einen historischen hlio#r iiber diese Entwicklung geben
[TRUESDELL 1960] und die Einleitung von [BRGER1996] wieder.

Erste, sehr allgemeine Untersuchungen zu Schwingungeimeznsionaler Kontinua mit axia-
ler Bewegung gehen auf Kk§TscH 1897] zurlick. Dabei wurden Transversalschwingungen ei-
nes biegeweichen, mit konstanter Kraft vorgespannten uh&anstanter Geschwindigkeit axial
bewegten Fadens untersucht. Wieder aufgenommen wurdeoselfeing zu diesem Thema von
MIRANKER, der wohl als erster die Bewegungsgleichung flr eine axealdgte Saite aufstell-
te (s.[ZEN & M UFTU 2006]). Dabei untersuchte er in [WANKER 1960] die Schwingungen von
Magnet- oder Papierbandern, die Gber zwei rdumlich festieRaxial bewegt werden.

Ein Literaturiiberblick tber die Erforschung axial bewegeéendimensionaler Kontinua kann
[ULsoy etal. 1978] und [IN & Q1A0 2008] entnommen werden und wird an dieser Stelle nicht
vollstandig aufgefuhrt. Vielmehr soll die Betonung aufigan wenigen, ausgewahlten Ver-
Offentlichungen liegen. Die Arbeiten |[RMER 1987] bzw. [REMER 1986] haben die Trans-
versalschwingungen einer axial unbewegten Saite, UbeRdidbedingungen mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt werden, bzw. einer axial mit komigta Geschwindigkeit bewegten
Saite mit rAumlich festen Randbedingungen zum Inhalt. EsaliSysteme einen gyroskopi-
schen Charakter besitzen, unterscheidet sich ihre Eigemwedyse vom klassischen Vorgehen
(s. [WICKERT & M OTE, Jr. 1990]). Die bisher genannten Arbeiten beschranken si¢reime
Formulierung mit linear-elastischem Materialverhaltem winer konstanten Flihrungsgeschwin-
digkeit (der Lager bzw. des eindimensionalen Kontinuurg®)e Erweiterung auf nichtlineares
Materialverhalten ist in[Lu & RINCON 2003] gelungen. Die Lésung basiert jedoch auf einer nu-
merisch aufwendigeren Zeitintegration. Fir beschleungytegte Kontinua existieren insgesamt
nur sehr wenige Vorarbeiten, die auf3erdem nur fur einfacgrse@eunigungsverlaufe gltig sind
(s.[Oz 2001, ZN & M UFTU 2006, ZVIERS 2007]).
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1.3 Motivierendes Beispiel

Wie wichtig die Bertcksichtigung der Kontinuumsbewegumgl unichtkonstanter Flihrungsge-
schwindigkeiten ist, wird das folgende einfihrende Babkgurz darstellen. Daflir werden die
Bewegungsgleichungen fir zwei verschiedene eindimeaddodelle miteinander verglichen
und im Anschluss daran wird der Schwingungsverlauf einesedys mit materiellen Randbedin-
gungen dem eines Systems mit nichtmateriellen Randbedlgeyugegeniibergestellt.

Zum Ersten sind dies die Querschwingungen einer axial uagkshen Saite, Uber die zwei Lager
(Randbedingungen) mit dem Abstahdnd einer gemeinsamen Fuhrungsgeschwindigkéie-
wegt werden (s. Abb. 1.2). Die Bewegungsdifferentialdiairg fir dieses Modell ist die bereits in
Gl. (1.1) angegebene eindimensionale Wellengleichunglemtnichtmateriellen Randbedingun-
gen

w(t,V(t))=0 und u(t,l+V(t)=0 . (1.5)

Hierbei gibt die GroRé”

V(t) = / o) (1.6)

t€(0,t]

den von den Randbedingungen zurlickgelegten Weg wiedegivadsd Startzeitpunkt der Bewe-
gung die Zeitt = 0 gewdahlt wurde. Um rdumlich feste Randbedingungen, d. hiasetn Fall
Randbedingungen ohne Zeitabhangigkeit in der Positiorerialten, lasst sich die Bewegungs-
gleichung mithilfe einer Transformation in die Form

Pw(t, PPwl(t, x ov ow(t,x , o\ Ow(t,x
T - T (%50) Mg e ) T =0 ad

Uberflhren. Hierbei bezeichnet die transformierte Auslenkung. Wie sich ablesen lassteénd
sich fur geniigend groRe Geschwindigkeitesher Charakter der angegebenen partiellen Differen-
tialgleichung. Die Randbedingungen fir das transforraiBroblem lauten

w(t,0)=0 und w(tl)=0 . (1.8)

und sind somit nicht mehr zeitabhangig.

v(t)
U e
N T_E N
/IV /IV /IV
V(t) l

Abbildung 1.2: Modell einer axial unbewegten Saite, UberRiandbedingungen bewegt werden

2 Der Fokus der Erlauterungen liegt in diesem Abschnitt anéei Einblick in die Problemstellung. Dementspre-
chend werden Gleichungen z. T. nur angegeben. Ausfuhienkeitungen (auch zu den hier gezeigten Modellen)
sind in den Kapiteln 3 und 4 dieser Arbeit zu finden.
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Zum Zweiten werden die Querschwingungen einer axial besve§aite untersucht, die Uber zwei
Lager (Randbedingungen) bewegt wird (s. Abb. 1.3). Die Ldgden dabei den zeitlich kon-
stanten Abstand und die Fihrungsgeschwindigkeit der Saite betraddie Relativbewegungen
zwischen den Lagern und der Saite sind demnach fir das extas zweite Modell vergleichbar.
Dennoch ergibt sich fur den Fall der bewegten Saite einerari@i@vegungsdifferentialgleichung

D*u(t, x) D*u(t, x) o Ou(t) 5\ Ou(t,x)

Wie sich an den Bewegungsgleichungen beider Modelle ablésst, sind diese fir den Fall einer
konstanten Filhrungsgeschwindigke#quivalent und fur den Fall einer verschwindenden Fiih-
rungsgeschwindigkeit entsteht die in Gl. (1.1) angegebene eindimensionale YWgb&hung.

u

N N
—_—>
/IV /IV /IV
V(1) l

Abbildung 1.3: Modell einer Saite, die axial Uber unbewdggmdbedingungen bewegt wird

Um den Einfluss von nichtmateriellen Randbedingungen auSdawingungsverhalten einer Saite
zu illustrieren, werden an dieser Stelle exemplarisch diguingsverlaufe einer axial unbewegten
Saite mit unbewegten (materiellen) Randbedingungen umet @ixial unbewegten Saite mit be-
wegten (nichtmateriellen) Randbedingungen dargestaiit Abb. 1.2). Im letzteren Fall sei die
Geschwindigkeit der bewegten Randbedingungen konstarfiir verden sinusférmige Anfangs-
verschiebungen mit der Amplitudeund verschwindende Anfangsverschiebungsgeschwindigkei
ten

ou(t, )
ot |-,

u(t,x)|,_g = ﬂsin(w%) und =0 (1.10)

gewahlt* Als Fiihrungsgeschwindigkeit wird fiir den Fall der nichterallen Randbedingungen
die konstante Funktion

1
v(t) = 3¢ (1.11)
angenommen.

Die Lésungen in Abb. 1.4 offenbaren das unterschiedlichev8gungsverhalten der beiden vor-
gestellten Modelle. Das erste Modell der unbewegten Sattelassischen Randbedingungen voll-
fuhrt eine zeitlich harmonische Schwingung der Periodaeada

Ty = 2£ (1.12)
c

3 Die Gleichungen unterscheiden sich in diesem Fall ledigtlarch das Vorzeichen des Anteils der gemischten
Ableitung des Verschiebungsfeldes. Dieser Unterschiedhbewuf der unterschiedlichen Richtung der Relativge-
schwindigkeit zwischen der Saite und den Lagern.

41m Unterschied zum Einklammern von Termen, die durch Opmazeichen getrennt sind, werden im Rahmen
dieser Arbeit Argumente von Funktionen stets in kleine Ki@enn gesetzt, die sich nicht an der Satzhéhe der
Argumente orientieren.
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und der Nulldurchgang aller Saitenpunkte geschieht stetshgeitig. Im Fall der bewegten Saite
l&sst sich zeigen, dass sich die Periodendauer auf
2 1 1 9l

Ton = 2 L L
nm 2 —v2¢ ve de

(1.13)

vergrofert. AuRerdem kommt es zu einer ortsabhangigemieréng der Schwingung, so dass
der Nulldurchgang der Saitenpunkte nicht mehr gleichgeilzogen wird.

Bereits dieses kurze einfihrende Beispiel zeigt deutlarh Binfluss nichtmaterieller Randbedin-
gungen auf das Schwingungsverhalten eines Kontinuums whigtiert so weitere Untersuchun-

gen.
6,0 _—_ _"_1,0 6’0 +1,0
= +0,8 +0,8
50F & ) - 50 F .
W— - e
40k - A 04 40} ] | +04
H+02 o H+0.2 <
S P— = S =
=30} ¢ L {H +0.0 = = 30} — {H +0.0 =
- o -+
200 - |H -04 20F |H -04
P 0,6 ~06
1,0 F & . 1,0 | .
SR -0,8 = -0,8
00 L (f-10 oo L mmm— (f-10
0,0 02 04 06 08 1,0 0,0 02 04 06 08 1,0
x/l x/l
(a) Schwingung einer axial unbewegten Saite, mit(b) Schwingung einer axial unbewegten Saite, tUber
klassischen (materiellen) Randbedingungen die zwei Randbedingungen mit der Geschwindig-

keit v bewegt werden (Darstellung fur einen mit
den Randbedingungen mitbewegten Beobachter)

Abbildung 1.4: Vergleich der Schwingungen eines unbewegtmdimensionalen Kontinuums
(Saite) mit materiellen bzw. nichtmateriellen Randbedimgen fir eine sinusfor-
mige Anfangsverschiebungsfunktion und verschwindendawrgsverschiebungs-
geschwindigkeiten
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1.4 Ziele und Gliederung der Arbeit

Wie in Abschnitt 1.2 erlautert wird, behandeln bisherigaddsuchungen zu Systemen mit nicht-
materiellen Randbedingungen Uberwiegend stationare @avgen, d. h. Bewegungen mit zeitlich
konstantem Geschwindigkeitsfeld. Darliber hinaus werdeiieisen Arbeiten keine Verbindungen
zwischen vereinfachten eindimensionalen Problemstgdorund allgemeinen dreidimensionalen
Formulierungen hergestellt.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es deshalb, allgemeine &amgen von Kontinua mit nichtma-
teriellen Randbedingungen grundlegend zu untersuchereumadMoglichkeit zu finden, nicht-
materielle Randbedingungen auch in einer dreidimenseonBeschreibung konsistent zu formu-
lieren. Daruber hinaus sollen den zahlreich in der Litearaarhandenen numerischen Verfahren
analytische Lésungsmaoglichkeiten zur Seite gestellt eerdie zur Verifikation der numerischen
Lésungen dienen konnen. Fiur Ruckschlisse aus den Untersymi eindimensionaler Kontinua
ist eine Verknipfung und einheitliche Notation der dreidisionalen und der eindimensionalen
Beschreibung notwendig.

Der Schwerpunkt der Ausfuhrungen dieser Arbeit liegt aefr(s)analytischen Lésungsverfahren
und es wird linear-elastisches Materialverhalten vorasstyt. Aul3erdem sind die Problemstel-
lungen im Folgenden so formuliert, dass die Systemgrenkzebekannt vorausgesetzt werden
kénnen. Zudem werden nur Systeme mit unveranderlicher ébadsgung behandelt.

Das Untersuchungsdesign der vorliegenden Arbeit in Afbehthalt die Uberschriften und we-
sentlichen Inhalte aller Kapitel. Aus dieser Ubersichstasich die Interdependenz der Kapitel
und damit die Strukturierung der Arbeit ablesen. Nach deftirung und Einordnung des For-
schungsthemas im ersten Kapitel wird in Kapitel 2 das dnegthisionale Feldproblem der Kontinu-
umsmechanik formuliert. Um auch nichtmaterielle Randbgdngen bericksichtigen zu kdnnen,
wird dabei eine ALE-Kinematik verwendet. Die damit verband Einfihrung einer Referenzplat-
zierung erfordert eine sehr sorgféltige Notation der kmnimsmechanischen Feldgrof3en und der
mathematischen Operatoren, die ausfuhrlich vorgestetit w

Da sich das dreidimensionale Feldproblem nur schwer iresailtlgemeinen Form analytisch un-
tersuchen lasst, werden in den nachfolgenden Kapiteln 34uamhdimensionale Kontinua mit
nichtmateriellen Randbedingungen betrachtet. Als Beigfient in Kapitel 3 das Modell einer
axial unbewegten Saite, Uber die zwei Randbedingungen|Imgegeben vorausgesetzten Fih-
rungsgeschwindigkeiten bewegt werden. Die Entwicklurigeaheiner analytischer Losungsan-
séatze gelingt hierbei fir beliebige Funktionen der Fihsgegchwindigkeiten nach einem Inte-
grationsansatz und einem Separationsansatz. Axial beveagdimensionale Kontinua mit nicht-
materiellen Randbedingungen werden in Kapitel 4 exengahranalysiert. Dazu dienen die Mo-
delle einer Saite sowie eines Seils, die axial Gber zwei h@hnfeste Randbedingungen gefuhrt
werden. Fur beliebige Fihrungsgeschwindigkeiten getiagei die Losung semi-analytisch nach
dem GALERKIN-Verfahren. Im Fall einer konstanten Fiuhrungsgeschwhkeligverden analyti-
sche Losungen vorgeschlagen, die auf einem Separati@izdrasieren. Die in den Kapiteln 3
und 4 entwickelten semi-analytischen und analytischerhbtn und deren numerische Umset-
zung werden an einzelnen Fallbeispielen ausgewertet whdtokrt.

Kapitel 5 verbindet die theoretischen Untersuchungen zarhalten von eindimensionalen Kon-
tinua mit nichtmateriellen Randbedingungen mit ExperitaenDazu werden Versuche an der
schwingenden Saite eines Monochords ausgewertet unerort

Die behandelten Modelle eindimensionaler Kontinua sindissgewahlt, dass ihre Feldgleichun-
gen denen der dreidimensionalen kontinuumsmechanisabrenufierung sehr dhneln. Dement-
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sprechend kdnnen in Kapitel 6 aus den vorangegangenereifagithlisse fir die Transformation
der Bewegungsgleichungen dreidimensionaler Kontinuaggz werden.

Die vorgelegte Arbeit wird durch eine Zusammenfassung Htgemeineren Schlussfolgerungen
sowie einem Ausblick auf noch offene Forschungsfragensdidessen.

Kap. 1 Einfihrung

U

Kap. 2 Kontinuumsmechanische Grundlagen fir herkbmmigystemg
und solche mit nichtmateriellen Randbedingungen

Darstellung des Feldproblems der Kontinuumsmechanik Wee
wendung einer ALE-Kinematik und unter Berlicksichtigunghi
materieller Randbedingungen

A/ Y
Kap. 3 Axial unbewegte eindim| Kap. 4 Axial bewegte eindim.
Kontinua mit nichtmat. Randbed. | Kontinua mit nichtmat. Randbed.

Bsp.: Saite, Uber die Rand- Bsp.: Saite und Seil axial
bedingungen axial bewegt werdgn Gber Randbedingungen bewegt

I |
L]

Kap. 5 Experimentelle Studie zu eindimensionalen
Kontinua mit nichtmateriellen Randbedingungen

Vergleich von Simulationsergebnissen und experimemtéieter-
suchungen am Beispiel der Schwingungen eines Monochords

/
Kap. 6 Ruckschlisse auf die Transformation der Bewegungs-
gleichungen fur dreidimensionale Kontinua

Schlussfolgerungen aus den eindimensionalen Untersgenwmd
Herleiten aquivalenter Transformationen fur dreidimenaie Kontinug

Kap. 7 Zusammenfassung und Ausblick

Legende: []dreidimensionale Betrachtung
[] eindimensionale Betrachtung

Abbildung 1.5: Untersuchungsdesign fur die vorliegendeeftr(nach [TOoPFER2009])
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13

2 Kontinuumsmechanische Grundlagen fur herkémmliche Systme und
solche mit nichtmateriellen Randbedingungeh

2.1 Allgemeines

Der Ausgangspunkt der Kontinuumsmechanik als phanomgiseloe Feldtheorie ist die An-
nahme, dass Korper kontinuierliche bzw. stetige Mengen waateriellen Punkten sind
(s. [ALTENBACH & ALTENBACH 1994, S. 2]). Darauf aufbauend werden diesen Materiepankte
oder auch Materialpunkten Materialeigenschaften zugesirdvelche das makroskopisch beob-
achtete Verhalten wiedergeb®n.

Werden alle weiteren Feldgréf3en wie Temperatur und Dichénfalls als stetig vorausgesetzt,
so kénnen die mathematischen Hilfsmittel der Analysis selteilhaft angewandt werden. Aller-
dings kann die in der Natur offensichtlich auftretende Eftsng von Diskontinuitéaten (z. B. Ris-
se) nicht oder nur sehr schwer abgebildet werden. Ein vegitdachteil der kontinuumsmecha-
nischen Modellierung liegt darin, dass alle computergestii (humerischen) Berechnungen im
Allgemeinen diskrete Rechnungen sind, d. h. zur compuséliggen (numerischen) Berechnung
mussen kontinuumsmechanische Modelle stets in diskret@eNMoiibersetzt werden. Aus die-
ser Diskretisierung ergeben sich unabh&ngig von etwaigemd&égsfehlern stets Approximati-
onsfehler. Die Einsatzmdglichkeiten kontinuumsmeclargs Modelle sind trotz der getroffenen
Annahmen kaum begrenzt. Entsprechend angepasste Maakslnl sich beispielsweise auch bei
der Beschreibung von Nanostrukturen verwenden, obwoldndaufgeldster Aufbau in diskrete
Molekule und Atome nahe liegt.

Im Rahmen dieser Arbeit wird eine kontinuumsmechanischeeBeibung gewahlt, da sich auf

diese Weise nichtmaterielle Randbedingungen fir sehe Vielwendungen allgemein definieren

und beschreiben lassen. Daruber hinaus lassen sich dieeber 8eschreibung erhaltenen partiel-
len Bewegungsdifferentialgleichungen zunachst analytimitersuchen, um den Einfluss nichtma-
terieller Randbedingungen zu studieren. Als Vergleichngndabei die in der Literatur zahlreich

vorhandenen kontinuumsmechanischen Modelle und Hemig#io zu materiellen Randbedingun-
gen verwendet werden.

In bestimmten Grenzen lassen sich fur vereinfachte (z.®ligiensionale) Modelle sogar ana-
lytische Losungen ermitteln. Mithilfe solcher strengensuiigen kénnen numerische L&sun-
gen verifiziert werden. Aber auch fir kompliziertere Anwanden ist die vorherige konti-
nuumsmechanische Formulierung sinnvoll, da aus ihr ohi8eage Schwierigkeiten numeri-
sche Betrachtungen im Rahmen einer Finite-Elemente-sitbung abgeleitet werden kdnnen
(s. [BELYTSCHKO et al. 2001]). Bei einer numerischen Beschreibung sind meleen bereits er-
wahnten Approximationsfehler jedoch im Allgemeinen zaé&t Rundungsfehler zu berticksich-
tigen.

Der Zweck eines kontinuumsmechanischen Modells ist dieintchte Abbildung realer Sys-
teme, um diese flr einfache Prognosen ihres Verhaltenssbda zu machen. Als wesent-
liche Elemente, welche aus der Realitat adaquat abzubisieh ergeben sich: der Raum,
die Zeit (oder zusammen die Raumzeit), ein Bezugssystemesder materielle Korper
(vgl.[BECKER & BURGER 1975, S. 9)).

5 Einige der in diesem Kapitel vorgestellten Gedanken wund®n Autor auch in [RANZE & Z ASTRAU 2011]
veroffentlicht.

6 Im Rahmen dieser Arbeit wird unter dem Begriff Kontinuuntstin BoLTZMANN -Kontinuum verstanden. Insbe-
sondere werden die méglichen Erweiterungen eines SERAFTheorie (vgl. [ZasTRAU 1981]) nicht beriicksich-
tigt.
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Als Modell fir die Raumzeit kann z. B. die neo-klassische rRzeit verwendet werden. Diese
ermdoglicht es, Begriffe wie Beobachter und Bezugssystenawrtieu beschreiben, dass im Gegen-
satz zum Begriff des absoluten Raumes das Prinzip der Betdyawarianz direkt Anwendung
finden kann. Im Fall des absoluten Raumes muss dieses Gmngpder Mechanik kinstlich
durch die Invarianzforderung gegenuber Starrkdrperbanggn formuliert werden. Dadurch ist
die Verwendung des absoluten Raumes als Bezugsrahmendmggcida die Wahl des Raumzeit-
Begriffes fur die folgenden Herleitungen in dieser Arbedht von entscheidender Bedeutung ist,
wird fur nahere Erlauterungen zur neo-klassischen Raursaeiie die Definition eines Beobach-
ters und eines Bezugssystems auf die Abschnitte A.1 und én&igsen. Abbildung 2.1 fasst die
wesentlichen Inhalte der dort zu findenden Definitionen rusan: Die Beobachterabbilduri
bzw. die Bezugssystemabbilduskg Gberfihren Elemente des Ereignisraumégsogenannte Er-
eignisse) in den neo-klassischen Ereignisrdum £ bzw. die neo-klassische Raumz@&itx E.
Da im Folgenden meist ein Bezugssystem vorausgesetzt istrder fir die Herleitungen der
folgenden Abschnitte wichtigste Raum die neo-klassiscenfizeitT x [E.

In das verwendete Modell der Raumzeit ist nun der materi@iger einzubetten. Dazu dient die
Abbildung®, die die Bewegung des Koérpers in der Ereigniswelt besch(sibAbschnitt 2.2.1).
Wie zur Raumzeit kdnnen auch zum materiellen Korper sellbstridgungen angestellt werden,
die zwar sinnvoll sind, sich jedoch im Rahmen dieser Arbeit wenig auf die grundlegenden
Herleitungen zur Kontinuumsmechanik auswirken. Demegtspgend wird auch hierflr auf den
Anhang verwiesen (s. Abschnitt A.3). Aus den dortigen Bdéungen zur Betrachtung des mate-
riellen Korpers als differenzierbare Mannigfaltigkeitgbunter anderem, dass in jedem materiel-
len Punkt¢ des materiellen Kérper8 ein Tangentialraum an den materiellen Kérper formuliert
werden kann. Dieser wird mffgl’S’ bezeichnet (s. auch Abschnitt A.4). Dariiber hinaus wird der
materielle Koérper beim Vorhandensein eines Beobachtens énes Bezugssystems durch die
Abbildung®s bzw. kg, in den neo-klassischen Ereignisraum bzw. die neo-kladssiRaumzeit
eingebettet.

Abbildung 2.1: Kommutatives Diagramm mit den Abbildungan Beobachter®, Bezugssys-
tem ®, sowie den zugehdrigen Konfigurationsabbildungenzs,, = undx

’ Die neo-klassische Raumzeit wird auch vor-klassische Raitgenannt (vgl. [MTsko & NoLL 1993, S. 97]).
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2.2 Kinematik
2.2.1 Bewegung des Korpers

Die Kinematik beschreibt die zeitliche Veranderung (Beweg) von Korpern ohne Bertiicksichti-
gung der Ursachen (wie z. B. Krafte). Die Bewegung eines nadlen Korpers ohne einen Beob-
achter kann nach [BIPPE1996, S. 24] durch die Einbettung des materiellen KorpediarEreig-
niswelt beschrieben werdén

F:TxB — W . (2.1)

Die Abbildungr ist umkehrbar, da Teilchen wahrend der Bewegung wedertzensich erschaffen
werden sollen. Mithilfe der Beobachterabbildudgésst sich eine weitere Bewegungsabbildung
definieren

Fe =®oR:TxB — T xE& , (2.2)

mit deren Hilfe sich der materielle Kérper in den Beobadtateém (neo-klassischer Ereignisraum)
einbetten lasst. Die Einbettung des materiellen Kérperdeim Raum des Bezugssystems (neo-
klassische Raumzeit) wird durch die Komposition der Bewggabbildungt mit dem Bezugs-
system®,

E¢O:=<I>00E:F><l§ - TxE (2.3)

ermdoglicht. Die Zusammenhange der Abbildungen zu BeobkgadBezugssystem und Bewegung
sind in Abb. 2.1 in Form eines kommutativen Diagramms ddedies

Die Beschreibung beziiglich des Bezugssystems lasst sithimden RaunT x B verlagern. In
diesem Fall ergibt sich

k:TxB — TxE
(t,&) +— TFa,(1,§) mit t=At(ro,7) . (2.4)

Die Abbildungx kann in beiden Argumenten parametrisiert werden, so dabsfér einen be-
stimmten Ort die Funktion der Bahnlinie fiir diesen Punkt

K =mokr(0,6): T — E (2.5)
sowie fur einen bestimmten Zeitpunkdie Funktion
ke =mok(t,0):B — R (2.6)

ergibtl® Als Platzierung des materiellen Korpers zum Zeitpurikt Bezugssysten®, wird tbli-
cherweise die Menge

ki(B) CE 2.7)

bezeichnet.

8 Fur die philosophische Frage, ob eine Bewegung ohne Betdaitherhaupt existiert, sei auf RSEL1967]
verwiesen.

91n einem kommutativen Diagramm stimmen fiir die Wege zwischgei Mengen alle zugehdrigen Verkettungen
von Abbildungen tberein. Im Gegensatz zu nichtkommutativiagrammen lasst sich folglich z. T. die Gleichheit
von Abbildungen ablesen.

10 Der Operatorr beschreibt dabei eine Projektion (z./8.0 h = h;) und das Symbat ist ein Platzhalter.
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Abbildung 2.2: Materieller Punkt mit verschiedenen Repréigtionen am Beispiel der Ausgangs-
platzierung

Die zugehorige Abbildung,, welche die Platzierung erzeugt, wird als Konfigurationdigmmet.
Nach [Eck et al. 2008, S. 212] sind fir die Abbildungdie folgenden Annahmen sinnvoll

1. Die Abbildungk ist stetig differenzierbar.
2. Die Abbildungs; ist fur allet > t, invertierbar.

3. Die Acosi-Determinantelet(.J,,) = det(0 ® k) ist fur allet > ¢, positiv.

Fir die weiteren Betrachtungen ist es zweckmalfiig, die Bedxing von Elementen des materi-
ellen Kérpers naher zu erlautern, um eine Verwechslung vateriellen Punktes € 5 und deren
Reprasentationen zu vermeiden. Neben der Beschreibuag miateriellen Punktesbeziglich
der Mannigfaltigkeit’ lasst sich derselbe Punkt als Elementes EJKLIDischen Anschauungs-
raumes (auch &xLID ischer Punktraum§ und als ElemenX des EJKLID ischen Translationsrau-
mes (auch EKLIDischer Vektorraumk identifizieren (s. Abb. 2.2). Da die Identifikation eindeu-
tig ist (vgl.[HAUPT 2010, S. 14]), wird in dieser Arbeit fortan nicht mehr zwisolden Elementen
des Anschauungs- und des Translationsraumes unterschdeCharakterisierung eines Punktes
wird dementsprechend seine Reprasentation ukLED ischen Translationsraum, also sein Posi-
tionsvektor, verwendet. Eine Unterscheidung zwischenjeleriligen Repréasentationen wird im
Folgenden lediglich getroffen, wenn sie fir das Verstaseton Zusammenhangen wichtig ist.

2.2.2 Intrinsische Beschreibung

In dieser Beschreibung werden als Bezug direkt die Kootdmder materiellen Punkte auf der
Mannigfaltigkeit 3 verwendet. Dementsprechend ergibt sich eine Bahnlinier(adch Trajekto-
rie) nach Gl. (2.5). Diese Beschreibung von Bewegungenemrdet keine weiteren Platzierungen
und eignet sich deshalb vor allem fur sehr allgemeine Hearigen kontinuumsmechanischer Pro-
bleme (s. [BERTRAM 1989]). Allerdings ist der Ubergang zu anwendungsbezagénggaben-
stellungen schwieriger.
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2.2.3 Referentielle Beschreibung

Bei der referentiellen Beschreiburigvird eine Bezugsplatzierung (oder Referenzplatzierurig) m
dem Referenzzeitpunkt als R; = «;(B) C E gewahlt. Diese muss vom materiellen Kérper
zu keinem Zeitpunkt eingenommen werden. Die Bewegung vorBdeugsplatzierung zur vom
Korper zum Zeitpunkt eingenommenen Momentanplatzierulg := mt(l’S’) C E kann durch die
Abbildung

MR

¢ TxR; — TxM,
(LX) = (LX) = (b ok (X)) (2.8)

beschrieben werdéeld.1® Haufig wird diese Bewegungsabbildung mit der Zeit pararsieti und
mithilfe der Projektionr; eingeschrénkt, so dass sich direkt die Platzierung zumiljgere Zeit-
punkt ergibt (vgl. Abb. 2.3)

¢t:= mT1 O ¢(t,|:|) Rf — Mt . (29)

Davon soll an dieser Stelle bewusst abgewichen werden¢daadurch Nachteile bei der Kompo-

MR
sition von verschiedenen Bewegungen ergeben. Die Funktiomasst sich auf gank fortsetzen.
Bei Verwendung der Momentanplatzierung als Referenziglatag, d. h. fiir den Fall= ¢, ergibt
sich speziell

MR X
¢f:ﬁgwglzlg : (2.10)

Abbildung 2.3: Kommutatives Diagramm zur referentiellezsBhreibung der Bewegung

1 Die referentielle Beschreibung ist eine vonIER eingefiihrte Darstellung, die auch materielle Beschrejmder
LAGRANGE-Beschreibung genannt wird (vgl. RDESDELL 1966, S. 10]).

12 Am Kopfzeiger der Bewegungsabbildung kann abgelesen wevagche Platzierung einen Teil des Definitionsbe-
reichs (rechter Zeiger) und welche Platzierung einen sl \Wertebereichs ausmacht (linker Zeiger). Der Vorteil
der gegen die Intuition westlich gepréagter Leser eingdéitwvertauschten Leserichtung von rechts nach links wird
spater bei der Komposition von mehreren Bewegungsabhiketudeutlich.

13 Ublicherweise wird die Bezugsplatzierung der referetgieBeschreibung mitl; bezeichnet. An dieser Stelle wird
jedoch bewusst von dieser Bezeichnung abgewichen, da beadkfolgend in Abschnitt 2.2.6 behandelten relati-
ven Beschreibung gerade die Bewegung zwischen der Refdag¢rierungR; und der Momentanplatzierunit,
referentiell beschrieben wird.
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2.2.4 Stromlinien und Bahnlinien im EuKLID ischen Raum

Als Stromlinie wird die Menge aller Punkte € M; C E bezeichnet, fur die zum Bezugszeit-
punktt und fur den Bezugspunkt € M,

N X=ro0r ' (2) (2.11)

u€eT

gilt.** Anschaulich ist die Stromlinie demnach genau die Teilmedge Punkte der Platzie-

rung M,, welche wahrend einer Bewegung den Bezug&oannehmer?® Als Bahnlinie wird

die Menge aller Punkte < URu C E bezeichnet, fur die fir den Bezugszeitpunkind den
u€eT

Bezugspunkk

N z=ror'(X) (2.12)

u€eT

gilt. Anschaulich ist die Bahnkurve demnach die Menge dem®aunkte, welche ein betrachteter
materieller Punkt wahrend einer Bewegung einnirhwird die Bedingung der Stromlinie zu

/\ x =Kok, (X) (2.13)

u€eT

umgestellt, lasst sich erkennen, dass eine Stromlinie abslBienpunkten bei fur die Bezugs-
zeitpunkteu € T besteht. Dies fuhrt dazu, dass sich fur jeden materiellerktPau einem festen
Zeitpunkt Bahn- und Stromlinie, die diesen materiellen lRwenthalten, in ein und demselben
raumlichen Punkt schneiden. Dieser Zusammenhang ist in286ur die ebene Projektion einer
Bahn- und einer Stromlinie dargestellt.

Bahnlinie

Abbildung 2.4: Zusammenhang zwischen Bahn- und Stronfiimieine Zeitdnderung\¢ und eine
Positionsanderung x (nach [ALTENBACH & ALTENBACH 1994, S. 45])

14 Die Symbole/\ bzw. \/ bezeichnen den Allquantor bzw. den Existenzquantor welcker Literatur auch miv

bzw. 3 bezeichnet werden (s. Y TELSPACHER2004, S. 47-57]). Durch die Verwendung von an die logischen
SymboleA (und) bzw.V (oder) erinnernden Zeichen kdnnen Sétze zur Aussagentelziiv einfach adaptiert
werden.

15 Noch anschaulicher ist die Vorstellung, dass eine raurfikérte Spitze in einen sich darunter hinweg bewegenden
Korper eine Markierung ritzt. Diese Markierung entspridat Stromlinie.

16 Noch anschaulicher ist die Vorstellung, dass eine am Malfemkt fixierte Diise (raumlich unbewegliche) Farb-
partikel aussto3t und so die Bewegung im Raum markiert. pier 8er Farbpartikel entspricht der Bahnlinie.
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2.2.5 Raumliche Beschreibung

Die raumliche Beschreibuhgist nicht mit der Beschreibung mithilfe sogenannter raahei
(d. h. zeitunveréanderlicher) Koordinaten zu verwechsélaelmehr wird bei dieser Beschreibung
die raumliche Position des untersuchten Punktes als zuiadbéeten Zeitpunkt bekannt vorausge-
setzt. Der jeweils zugehorige materielle Punkt ergibt beitdieser Betrachtungsweise aus der L6-
sung des Problems. Analog der materiellen Beschreibundemezine Ausgangsplatzierung zum
Bezugszeitpunkt (Ausgangszeitpunft4, und eine Momentanplatzierurfg; zum Zeitpunkt:
definiert!® Die raumliche Beschreibung der Bewegung lautet dann

b TxR — TxA
(%) = b(i,x) =, mor (X)) (2.14)

wobei sich am Kopfzeiger von rechts nach links die Platzigrdes Definitions- und des Wertebe-
reichs ablesen lasst (vgl. Abb. 2.5). Bei der rAumlichercBesbung werden die Stromlinien

b =modE,0) R — A (2.15)

betrachtet. Wird im Speziellen der momentane ZeitpunkBaizigszeitpunkt gewahlt (Fall= ),
entsteht die Identitatsabbildung

b, —id . (2.16)
Ri

AR
Die raumliche Beschreibung wird z. T. alst) := ¢ ,(x) geschrieben. Diese doppelte Vergabe fur
die Bezeichnung von raumlicher Position und Bewegungsdtotg wird im Folgenden bewusst
vermiedent®

ki

AR
b

Abbildung 2.5: Kommutatives Diagramm zur rdumlichen Besithung der Bewegung

17 Die raumliche Beschreibung ist eine von D'BMBERT eingefiihrte Darstellung, die auchuEER-Beschreibung
genannt wird (vgl. [RUESDELL 1966, S. 10])

18 Uplicherweise wird die Momentanplatzierung der raumlicBeschreibung mitV; bezeichnet. An dieser Stelle
wird jedoch bewusst von dieser Bezeichnung abgewichereidiebnachfolgend in Abschnitt 2.2.6 behandelten re-
lativen Beschreibung gerade die Bewegung zwischen derakgsplatzierungl; und der Referenzplatzieruf
raumlich beschrieben wird (vgl. Ful3note 13).

¥ In[STEINMANN 2002] wird eine @hnliche Notation verwendet.
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Beschreibung referentiell raumlich

Vorteile Die Geschichte der Bewegung eine&uch grof3e Verformungen kbnnen
materiellen Punktes kann bertickz. T. gut linear approximiert wer-
sichtigt werden. Materialverhaltenden (Relativverschiebung zwischen
und Randbedingungen an freieNetz und materiellen Punkten bei
Oberflachen lassen sich sehr gut bésnwendung der FEM).
schreiben.

Nachteile GrolRe Verformungen koénnen nufreie Oberflachen sind schwieriger
schlecht linear approximiert wer-zu beschreiben. In [BNSON 1989]
den (grof3e Netzverformung bei Anwird der numerische Gesamtauf-
wendung der FEM). wand einer FE-Berechnung auf-

grund von Zeitschrittproblemen als
grol3er eingeschatzt.

Hauptanwendung Festkdrpermechanik Fluiddynamik

Tabelle 2.1: Vor- und Nachteile der referentiellen und éemlichen Beschreibung

2.2.6 Relative Beschreibung

Bei grof3en Deformationen kann es sinnvoll sein, die Vatdér raumlichen und der materiellen
Beschreibung zu kombinieren (s. Tab. 2.1). Deshalb werdesedBeschreibungen in der Relativ-
kinematik zusammengefas8tDabei wird eine Referenzplatzierufig) := m—t(B) definiert. Diese
bildet Punkte des materiellen Kérpers in eine Platzierunglee zu keinem Zeitpunkt vom Korper
eingenommen werden muss. Im Rahmen dieser Arbeit berintidisie lediglich die Starrkor-

MA
perbewegung des Korpers. Die Bewegu@gwird zum Zeitpunktt zusammengesetzt aus einer
RA
Fihrungsbewegung , von der Ausgangsplatzierundy zur Referenzplatzierurig, und von dort

MR
ausgehend einer Deformationsbewegupg zur Momentanplatzierung(;. Damit wird schliel3-
lich die Momentanplatzierung beschrieben

M= ¢ (A) und A:{bAt = /\szt © T;t . (2.17)

Die Definitionen der einzelnen Bewegungsabbildungen tademzufolge

AgbA:TxAt — T x M,

(LX) = G (tX)=(dolt X), ¢t X)) =t ¢ (LX) . (218)
AqAbR:TxRt — T x M,

(tx) = & EX) = (ot.x), d1tX) =t d(tx) (2.19)

20 Die Relativkinematik wird auch als ArbitraryAGRANGE-EULER-Kinematik bzw. kurz als ALE-Kinematik be-
zeichnet. Eine frihe Form eines solchen Ansatzes wirdRuESDELL & TOUPIN 1960, S. 347] als ,Methode der
fiktiven Partikel* eingefihrt, um das verallgemeinerterigporttheorem herzuleiten.
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RA
¢ :TxA — TxR,

RA RA

(LX) = @t X) = (bo(t, X), bt X)) = (t, b, (t, X)) (2.20)

und werden im kommutativen Diagramm in Abb. 2.6 veransabaulDer Vorteil dieser Beschrei-

RA MR
bung liegt darin, dass die Bewegungexn und ¢ , mit jeweils passenden Koordinatensystemen
beschrieben werden kénnen. In diesem Fall kann die Fuhbemggung mit zeitunveranderli-
chen rdumlichen Koordinaten (auchuEER-Koordinaten oder rAumliche Koordinaten genannt)

MR
und die Bewegungg , mit den materiellen Punkten folgenden zeit- und ortsabigg@mgKoordi-
naten (LAGRANGE-Koordinaten oder materiellen Koordinaten) beschriebenden. Im Kontext

MR RA
der Finite-Elemente-Methode (FEM) lasst sigh, als Netzbewegung une, als Partikelbewe-
gung (Massefluss) deuten.

Die raumliche Beschreibung bzw. die referentielle Besblreg kann aus der relativen Beschrei-

MR RA
bung gewonnen werden, indegh, = id bzw. ¢, = id gesetzt wird.
Rt At

Rt R Rt

Abbildung 2.6: Kommutatives Diagramm zur relativen Begdbung der Bewegung

Um die Anzahl von auftretenden Indizes und Bezeichnungersihtlicher zu gestalten, wird
fur alle weiteren Untersuchungen bei der Darstellung datzRirungen der zugehorige Zeitpunkt
unterdriickt. Fur die Ausgangs-, Referenz- und Momentaziplaing kann kurz4, R und M
geschrieben werden und es wird unterstellt, dass die Agsgéatzierung vom Korper stets zum
Ausgangszeitpunkt eingenommen wird und Referenz- und Mtenelatzierung sich auf den mo-
mentan betrachteten Zeitpunkt beziehen. Damit wird im &otpré = ¢ gesetzt.

Es konnen auch mehrere Referenzplatzierungen Verwendundenti So werden in
[AuBRAM 2009] weitere Modellplatzierungen eingefihrt, die im Ramnder FEM eine direkte
Uberfiihrung der kontinuumsmechanisch formulierten ALBetatik in eine Matrixdarstellung
zur Implementierung in ein Computerprogramm erlauben.
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2.2.7 Notation zur Beschreibung von Feldgrof3en

Neben der Beschreibung der Bewegung dienen die eingefilRté&zierungen auch zur Beschrei-
bung weiterer Feldgrof3en der Kontinuumsmechanik. Entsered der unterschiedlichen Platzie-
rung wird nun eine Notation eingefthrt, welche der Feldgrdi® zugehorige Betrachtungsweise
mittels eines Ful3zeigers zuordnet. Sei dazeine physikalische Feldgrofie, die sowohl orts- als
auch zeitabhangig ist und die fur die Einfihrung der Notalieispielhaft durch eine vektorwertige
Funktion dargestellt werden kann. Die Feldgrdf3kann nun in Bezug auf die Ausgangsplatzie-
rung alsh (materielle Beschreibung)
A
h:Tx Aﬁ — R"
A

(t,X) — h(tX) , (2.21)
A
in Bezug auf die Referenzplatzierung algreferentielle Beschreibung)
R

h:TxR, — R"
R

rA\ 1
(t,x) = h(t,x)=ho <¢> (t. x) (2.22)
R A
oder in Bezug auf die Momentanplatzierung algrdumliche Beschreibung)
M

hITXMt — R”
M

(t,x) — h(t,z) =ho (AgbA> (t,x) (2.23)
M A

beschrieben werden.
Das kommutative Diagramm in Abb. 2.7 gibt die definierten iiomen wieder.

Bei der Notation der Bewegungsabbildung wird eine Ausnapemacht. In diesem Fall geht die
zur Darstellung herangezogene Platzierung aus dem Kgefizbervor. Die betrachtete beliebige
FeldgroReh kann nach dem folgenden Matrixschema in jede andere Beluhgetransformiert

werden
[ T i 7 M ra\ 1 ma\ "1
h h h h 0 0 id (¢> (¢>
A R M A Tx.A
RA . Mmr\ L
h h h| = h O0|o]| @& id (¢> (2.24)
A R M R TXR
MA MR )
h h h 00 h o o id
A R M M TxM
[ ] [ AR AM ]
h 0 0 id ¢ o}
A TxA
RA A RM
= |0 h O0|lc| @ id ¢ : (2.25)
R TR
MA MR
00 h 6 ¢ id
M TxM
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MA
¢
TXMt: TXRt4 TXA;
MR RA
¢ ¢
h
M h
R h
A
\
RTZ

Abbildung 2.7: Kommutatives Diagramm zur Beschreibung Feldgré3en (in Bezug auf die ver-
wendeten Platzierungen)

Dabei verhalt sich das Kompositionssymbah diesem Fall wie das tbliche Matrixprodukt. Es
l&sst sich beispielsweise aus der ersten Zeile in Gl. (aBEsen

RA -1 . MR AR
h:ho(qb) +00id +00 ¢ =ho ¢ (2.26)
R A

A TxR

wobei die Definition
AR RA -1
verwandt wird.

Neben der Wahl der Platzierung zur Beschreibung der Orésapbkeit einer FeldgréRe wird an
einer Feldgrofl3e auch gekennzeichnet, auf welche Beweghhijgung sie sich bezieht. Vergleich-
bar zur Bewegungsabbildung selbst geschieht dies durelm &opfzeiger, der von rechts gelesen
die Bewegung zwischen zwei Platzierungen benennt. Furkeitagrol3e, die sich auf die Bewe-

MA
gung ¢ bezieht, jedoch in der Platzierumigybeschrieben wird, kann beispielsweise die Bezeich-
nung

MA
h

(2.28)

verwendet werden. Eine Ausnahme dieser Regelung beteffPldtzierung auf die sich eine Be-
wegungsabbildung bezieht. Diese wird nicht mit einem zlisfien Index versehen, da sich die
Bewegungsabbildung stets auf die Platzierung des rechidpfzKigers der Bewegungsabbildung

Ba
bezieht. Demzufolge bezieht sich eine beliebige Bewegbiagf die Platzierungy.
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2.3 Verschiebungen und daraus abgeleitete Grof3en
2.3.1 \Verschiebungsfelder

Die physikalische Verschiebung (gemesseii)ndie sich auf einen Punkt der Ausgangsplatzie-
MA
rung.A; bezieht und die Verschiebung infolge der Bewegungsabbgadgi angibt, ist

MA
'U,ITXAE —- E
A
MA

LX) = Ut,X)= ¢, (t,X)—X . (2.29)
A
Diese Verschiebung kann mit den Hinweisen aus Abschniif 2ach auf die Referenzplatzierung

W TxR, — E

R
AR MR AR
(ta X) = A%A@a X) = (/\?‘I{A © ¢) (ta X) = (»b 1(t7 X) - (»bl(ta X) (230)
oder auf die Momentanplatzierung

WiTxM, — E
M

) i) = (Fe 8 ) o) —e- Gt (2.31)

M A

bezogen werden. Ohne Angabe der Argumente und Abbildungdwaften kénnen diese Defini-
tionen auch kirzer als

MA MR AR AM
We=¢,—id , U=¢,—¢, und U = id; — ¢, (2.32)
A Tx.A R M TxM

geschrieben werden. Fir die weitere Untersuchung sindraaatindie mit Einfihren der Referenz-
platzierung entstehenden Verschiebungen interessantAlh. 2.8). So lautet die Netzverschie-
bung (Interpretation fiir eine zu entwickelnde FE-Modellieg)

= ‘b — idy (2.33)

TxR

sowie die Partikelverschiebung

RA
?’f: - ;dh . (2.34)

Mit diesen Definitionen ergibt sich die Zusammensetzungudeschiebung beztiglich der Aus-
gangsplatzierung zu

MA MR RA R4 MR RA
u=="u=uo¢p+tu=u—+u . (2.35)
A A R A A A
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Abbildung 2.8: Definition der Verschiebungsfeld?e?,%n und ‘%' am Beispiel einer elastischen
Scheibe, die auf einer starren Ebene rotiert, translatrettdurch Eigengewicht in
vertikaler Richtung zusammengedrickt wird

2.3.2 Notation von Ableitungen

In den folgenden Abschnitten werden Ableitungen nach Zed Ort auftreten, deren Notation
an dieser Stelle eingefuihrt wird. Eine totale Ableitungdaliierbei stets mit dem Symbd! und
eine partielle Ableitung mit dem Symbéf bezeichnet. Dabei gibt der Indgxdie Ordnung der
Ableitung und der Index die Position der Variablen an, nach der differenziert wi Beispiel
der Funktionen

h:R — R , (2.36)

h:R* — R™ (2.37)
sei diese Operatorschreibweise als
dJ

J —
Fhiz) = —h(x) (2.38)
; ol :
8Z-]h(x0,91:1,...,xi,...,xn,l) = —jh<$0,$1,...,.I'i,...,l'nfl) (m|tZ € Nn) (239)
o

7

veranschaulicht. Der Vorteil dieser Schreibweise liegirjadass Ableitungen auch ohne Aus-
wahl von Argumenten konsistent aufgeschrieben werdendwnfn dieser Stelle sei noch einmal
besonders betont, dass anhand des Ableitungssymbolsumitdrschieden wird, welcher Art die
Grole ist, nach der abgeleitet wird. Dartber hinaus bed#rd\bleitungsoperator in der Opera-
torrangfolge eine héhere Prioritéat als der Verkntpfungsator, d. h. ohne eine Klammerung ist
vor dem Komponieren zweier Abbildungen abzuleiten.

In der Literatur sind fiir verschiedene partielle AbleitendgBegriffe wie materielle, substantielle,
raumliche und konvektive Ableitung zu finden. Diese padielAbleitungen werden im Folgen-
den in strukturierter Form in dieser Arbeit eingeflhrt. [dig Beschreibung der Ableitung einer
FeldgréiRe ist es entscheidend, in welcher Platzierung @@e dargestellt ist und in welcher
Platzierung die Feldgrof3e abgeleitet werden soll. Deshalth der partielle Ableitungsoperator
um die Angabe der Platzierung vervollstandigt, in welcherAbleitung einer Grol3e erfolgt.

Diese Erweiterung wird im Folgenden am Beispiel des Zedtialnhgsoperators naher erlautert. Es
sei hierfurh eine beliebige Feldgréfie nach den Gin. (2.21) bis (2.23HiB&eit bei zeitabh&ngi-
gen Abbildungen im Rahmen dieser Arbeit stets als erstearAemt gewahlt wird, ergibt sich der
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Index des Zeitableitungsoperators zu null. Die erweitidgation fir die Zeitableitung in einer be-
liebigen Platzierungw € {A, R, M}, angewendet auf die zuvor definierte beliebige FeldgtiRe
beschrieben in der beliebigen Platzieruhg {.A, R, M}, wird demnach als

60h::80(ho$)o(£:aoho(zg o <aoh)of;§::ao<ho$):aoh (2.40)
ap B a a B B o

Ba
definiert?! Mithilfe der Kettenregel Iasst sich dies wegejp, = 1 in

Ba Ba Ba Ba B
og = ((aogf © ¢) Oypo + (81;" © ¢) -30¢1) o ¢ (2.41)
fa  ap Ba  ap
= a0};' (ao¢o © ¢) + 81;"' (80¢1 © ¢) (2.42)
— 9yh + O,k <30’$1 0 (;?) (2.43)
B B

umschreiben. Die eingeflhrte erweiterte Ableitung las$t guch in die Platzierung des Zeitablei-
tungsoperators Uberfliihren

(80h) o= (60h> o + ((81h) o fp) Do (2.44)
a B B B

was flr spatere Herleitungen sinnvoll ist. Der Operatorpdetiellen Ableitung ohne bezeichnete
Platzierung ist der kanonische Ableitungsoperator augX=39)

[e%e%

Oyh = Oy + O, .- (30251 o ¢) —dh . (2.45)

Es ist deutlich zu sehen, dass es demnach nur zwei Zeitatsibperatoren gibt — namlich den
totalen und den partiellen. Alle anderen Operatoren siséd\bkirzungen fur die Anwendung der
Kettenregel beim impliziten Vorhandensein einer Zeitaighgkeit anzusehen. Die Zeitabhéngig-

keit ist implizit, da die Zeitabhangigkeit des Gebietesshricht an der Funktion explizit gekenn-
zeichnet wircf?

Die ublichen Abklrzungen der Zeitableitungsoperatordieis@an dieser Stelle eingeflhrt werden.
Eine Ubersicht tiber die neun moglichen ZeitableitungeerdheldgroRe, welche in verschiedenen
Platzierungen dargestellt ist, wird durch Tab. 2.2 wiedgeben. Unter der materiellen Zeitablei-
tung wird in dieser Arbeit die Zeitableitung eines Feldes Sicht eines materiellen Beobachters
verstanden, d. h. eines Beobachters, der die Bewegung deriellan Teilchen beobachtet. Aus-
gedriickt wird dies durch den Operat@y. Analog lauten die Definitionen der Ableitungéy

A R

undg,.?®
M

2Ln [SPivak 1995, S. 30, 44 und 88] und HHMANN 1976, S. 12] sind ahnliche Definitionen der Ableitungen zu
finden.

22Dje in dieser Arbeit eingefiihrte platzierungsabhangigdefibng lasst sich auch aus derngkAbleitung
(s.[HoPPE1996, S. 57]) entwickeln.

231n Abschnitt A.5 wird die eingefiihrte erweiterte NotatiogsdAbleitungsoperators an Beispielen verdeutlicht.
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Zeitableitung O Ooh Ooh h
oA OR oM
. RA AR MA AM
materiell A ohh Oy <ho ¢> o¢p 0, (h o ¢) o ¢
A R M
AR RA MR RM
referentiell R 0, (ho gb) o ¢ Oyh y (h o ¢) o ¢
A R M
. AM MA RM MR
raumlich M 0, <ho qb)o ¢ 0, (ho ¢)o 1) Oy h
M M M

Tabelle 2.2: Ubersicht tiber eingefiihrte Zeitableitungsagren in Abhangigkeit der gewahlten
Beschreibung

Zur Veranschaulichung seien an dieser Stelle ein Beigjpieli€ Zeitableitung eines Skalarfeldes

MA AM
Oy h(t,x) =0, (ho gb)o ¢ (t, x) (2.46)
AM M
MA AM
— Oy (t.z) + 0, h(t,) - (aoczno ¢) (t,) (2.47)
M M A 5
Skalarfeld Skalarfeld Vektorfeld Vektorfeld

sowie analog ein Beispiel fir die Zeitableitung eines Veieidesh

MA AM
Oyh(t.x) = doh(t. )+ O, h(t.x) - (ao o ¢) (t,2) (2.48)
AM M M R 5
Vektorfeld Vektorfeld Tenggrfeld Vek?orrfeld
angegeben.

Die in diesen Gleichungen auftretenden Ableitungen nach @&t seien in ihrer Matrixdarstel-
lung? fir ein Vektorfeldh definiert als

a1h1 (ta ZB)
B

lﬁlh(t, x)| = |0yha(t, x) (2.49)

_ |0,h(t, ) (2.50)

= [oyh(t, | 2o |) (2.51)

L k

24 Die Matrixdarstellung einer GréRe wird durch eckige Klamnmmarkiert. Dabei weist der tiefgestellte Index an
einer Matrixklammer die Reihenfolge der Elementnummaerigrzu. Es gilt die in der Literatur verbreitete pons
asinorum Zeile zuerst,Spalte spater*.
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9 o ) o ) o
= | —h(t —hy(t —h 2.52
Oz ﬁ/k:( y | T2 ) O ﬁk( y | T2 ) 9z ,Bk( T2 ) ( )
I3 I3 I3 i
I I Wis}
= 3171};1@(75, T |) 01,2}216(75» T3 |) 31,3%(15’ T |) (2.53)
I3 I3 XT3 K
= 81,lhﬁk(t,w) (2.54)

L k,l

O by 01501 0y 3y

B B B

= |O11he O phs Oisha| (t,x) . (2.55)
B B B

O 1hs O15hs Oy 3hs
8 8 8

Auf analoge Weise wird fur die Ortsableitung eines Skaldegh

lalh(t,a:)] = lauh(t,a:)
B B

O h 050 81,3h] (t,x) (2.56)
l B B B

erhalten. In beiden Fallen kann der Ableitungsoperaton ame die Bezeichnung der Platzierung,
in der er angewendet werden soll, erganzt werden. Allestimgrde bei der Definition der Uber-
sichtlichkeit wegen darauf verzichtet. Die erforderlichewendung der Kettenregel ist obigem
Beispiel zur Zeitableitung zu entnehmen. Die Spur der alfrikdargestellten Ortsableitung ei-
nes Vektorfeldes wird als Divergenz abgekurzt

Divh = tr {Qh} . (2.57)
a f a f

Die Divergenz eines Tensorfeldes wird mit

[231 (Hi

=1 «

D1V H (2.58)

festgelegt.

2.3.3 Geschwindigkeitsfelder

Analog den definierten Verschiebungsfeldern kdnnen audci@@ndigkeitsfelder beziiglich der
einzelnen Platzierungen und Bewegungsabbildungen defiméeden. Die Geschwindigkeit wird
im Allgemeinen fiir einen materiellen Partikele B zum Zeitpunki als (totale) zeitliche Ablei-

tung seiner Bahnkurve, definiert

o(t, &) = %m(é) : (2.59)



2.3 Verschiebungen und daraus abgeleitete Grol3en 29

In der referentiellen Beschreibung wird hieraus die (ed#) zeitliche Ableitung der in
der Ausgangsplatzierung dargestellten Bahnkurve fir den dizses materiellen Partikels
(s.[HAuPT 2010, S. 21P°

MA
vi="0 =8, b, =0, U (2.62)
A A A A A
Gleichermal3en werden die Geschwindigkeiten der Teilbanggn definiert

R RA R

V=00, =0u , (2.63)

A A A A

MR

V=0, , =0 u (2.64)
R R R

Dabei bezieht sich die zeitliche Ableitung jeweils auf diatBierung, in der die Bewegung natir-

MA RA MR
lich dargestellt wird. Durch die Dekomposition der Bewegus in die Bewegungenp und ¢
folgt fur die Geschwindigkeit, dargestellt in der Referglazzierungr ;2

S0, b0 b (2.65)
R
MR RA AR
:ao((ploq;)m (2.66)
MR MR RA AR
~0,%,+0, (29,09 (2.67)
_ o, (2.68)
R R
="v+¢ . (2.69)
R R

Die verschiedenen Geschwindigkeitsanteile erhaltenpestbend ihrer Interpretation tblicher-
weise folgende Bezeichnungen

° Geschwindigkeif?f (oder auchv),
o Partikelgeschwindigkeit oder FUhrungsgeschwindig%it
e Netzgeschwindigkeitv',

e konvektive Geschwindigkelt .

25Wird die Zeitableitung nicht beziglich der Ausgangspletzing sondern der Momentanplatzierung gebildet, so
ergibt sich wegen

MA AM .

8o<¢1o¢>8old10 (2.60)
Tx M

die Beziehung

MA

80/\:;1 =y (A&Al ° Af?) °c¢p =0 . (2.61)
M

M
26|n Gl. (2.67) wird Gl. (2.40) mit den Ersetzungén= qul, a = Aundg =R verwendet.
B
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An dieser Darstellung lasst sich gut erkennen, was gesghigmn statt der ALE-Beschreibung
eine rein referentielle Beschreibungf&RANGE-Beschreibung)

RA RA
p=id = 9o, =0 = W=" (2.70)
Tx.A R R
bzw. eine rein rAumliche Beschreibungy(ER-Beschreibung)
MR MR MR
¢ =id = 0,¢,=0 und 0, p, =1 = v =1 (2.71)
TxR EQE R R

verwendet wird. AuRerdem sollte betont werden, dass im &akr zeitunabhangigen Abbil-

MR
dung ¢ ,, d.h. einer bezogen auf die Referenzplatzierung zeituiradigen Deformation, das

Geschwindigkeitsfelcﬂf aufgrund der konvektiven Geschwindigkeit im Allgemeinechh ver-
schwindet.

Bevor mit den Beschleunigungsfeldern fortgesetzt wirtl d&r Zusammenhang zwischen Zeitab-
leitung bei materieller Beschreibung und Zeitableitung&ativer Beschreibung néher untersucht
werden. Sei dazh eine beliebige vektorwertige Funktion, dann ergibt siahdié materielle Ab-

A
leitung dieser Funktion bei relativer Beschreibung, d. h.Bericksichtigung der Dekomposition
der Bewegungsabbildurtg,

RA
Oyh = 0, (h o q’)) (2.72)
A R
RA RA RA
R R
— 9yho é + (81h o RA) A (2.74)
R R A
RA MR RA RA
=0yho —1—(81 <ho ¢)o )-v (2.75)
R M A
RA MR MR MR MR RA RA
=0yh o —i—(((@oho ¢ -81(;b0—|—(81ho (;b)-@lqbl)ogb)-v (2.76)
R M M A
RA MR RA MR RA RA
=0Oyh o —l—(f)lhoq’)ogb)-(@lgbloq’))-v (2.77)
R M A
RA MA MA
=0yho ¢ + (81h o q’)) c (2.78)
R M A

Die letzte Gleichung enthélt das Vektorfelddargestellt in jeder Platzierung. Sie wird deshalb
auch als Fundamentalgleichung der ALE bezeichnet.

2.3.4 Beschleunigungsfelder

Die Felder der Beschleunigungen werden durch die zweimaeaitliche Ableitung der Bewe-
gungsabbildungen bzw. durch einmalige zeitliche Ablejtdar Geschwindigkeitsfelder bestimmit.
Fur die Beschleunigung in materieller Darstellung ergitt sinter Berticksichtigung der Dekom-
position der Bewegung

MA
0= E = e — 0% — o, (M T M) 950, (2.79)
A A A A A A A A A

2TIn Gl. (2.73) wird GI. (2.40) mit den Ersetzungén= h, o := A undpj := R verwendet.
B R
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Mit den Zwischenrechnungen

MR 2MR RA MR RA RA
0T =850+ (206109 ) 0%, (2.80)
— T (aoalﬁfpﬁl 0 Zf) K (2.81)
A
MA MR RA RA MR RA 273.,4
805\:30 o100 )0+ (000 | 050, (2.82)

= (aoalAgbR1 © 72; + 0, (81A2bR1 © 72;) '5072;1> ‘6072;1 + (81%’7%1 © 72;) '8(2)72;1
(2.83)
- (aoafgl 072?) 5 (al (afngl 072{)4) %A) kg (a b o $) 5 (2.84)
A A A

ergibt sich fur die Beschleunigufign der Referenzplatzierung

MR MR MR
@ = d +2 (aoal é 1) v+ <01 (al b 1) -7%3“) o+ (al b 1) '@ . (2.85)
R R R RJ R R Rl RJ

VvV Vv Vv
Translations-  CorioLIs-Beschleunigung Zentripetalbeschleunigung Rotations-
beschleunigung beschleunigung

Mithilfe der Fundamentalgleichung der ALE (Gl. (2.78)) ipgt aul3erdem die Darstellung der
Beschleunigung als

=0, 0 b + <a 5o ¢) ! (2.86)
A R .A
0, 0 & + <a 5o ¢) A (2.87)
R .A

und dieser Ausdruck lasst sich mit den Gin. (2.67) und (2i7&31. (2.85) Uberfihren. Mit den
Betrachtungen aus Abschnitt 2.3.2 folgt insbesondere, diaBeschleunigung beztglich der Mo-
mentanplatzierung nicht direkt durch die zeitliche Ahle des Geschwindigkeitsfeldes beziig-
lich der Momentanplatzierung dargestellt werden kann

M M

MA AM MA AM
%A=a§¢1o¢%%(aomoqb):ao%“‘ : (2.88)
was die Notwendigkeit der etwas aufwendigeren Notatiomibetgt.

2.3.5 Deformationsgradienten

Deformation oder Abbildung von Tangentenvektoren
MA
Analog zur Geschwindigkeit l&sst sich aus der AbleitungBmregungsabbildung ; nach dem

Ort der Deformationsgradient definieren

MA MA

F(t,X)=0,¢,tX) . (2.89)

28 Die Bezeichnung der Beschleunigungsanteile erfolgt nGehiMERT & RECKLING 1987, S. 110].
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Der Deformationsgradief?t kann geometrisch als lineare Abbildung zwischen zwei Tange
tialrAumen interpretiert werden. Damit ergibt sich fur deeformationsgradienten (s. auch
[LINDER 2003, S. 22])

MA
F (t, X) : TXAL — TwMt

MA MA
G, — g;= < F (t,X)) (G;) = (81 ¢ (1, X)) (G;) . (2.92)
Analog folgen die Definitionen der Deformationsgradierfigrdie Teilbewegungﬁ4
RA
F (t, X) : TXAE — TXRt

G — vi= (RFA (t,X)) (Gy) = (aﬁl@,X)) (G) (2.93)

MR
und die Teilbewegungp

MR

Fltx) : ToR = ToM,
v o gi= (A;:R(t,x)) (v,) = (aﬁZle@,x)) w) . (2.94)

Es gilt fur die definierten Deformationsgradientén

RA

5,6, = (af?ﬁl . ¢>) 009, o FX)= (A? %‘(t,m) o F (1, X)

(2.95)

Etwas Ubersichtlicher kann dies mit der Definition

Ba Bo ay

F:=0,¢,0¢ (2.96)

N
und unter Fortlassen der Argumente auch als

MA MR RA

F=FoF (2.97)

A A A

geschrieben werden. Zur Vereinfachung der Notation wemdeaten folgenden Abschnitten auf
diese Weise bei Tensorfelden die Argumente fortgelassen.

29 Als Beispiel sei die Matrixdarstellung des Deformatiorsstienten einer ebenen Rotationsbewegung der Winkel-
geschwindigkei®, ¢

A:;SA(t,X) = (t. [ cos () singp(t)] [Xll) (2.90)

—sinp(t) cose(t)| | X2
angegeben
MA | cosp(t)  singp(t)
[ F (t’X)} B l— sin () cosgo(t)] ' (2.91)

MA MR RA
301n der Literatur ist haufig die nicht ganz exakte Aussae= F o F zu finden. Im Gegensatz dazu wird in

[MIEHE 1998] eine Beziehung wie in Gl. (2.95) formuliert.
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MA

F (¢, X)

Abbildung 2.9: Beziehungen zwischen Deformationsgradien Bewegungsabbildungen und
Platzierungen

Deformation oder Abbildung von Normalenvektoren

Wie in Abschnitt A.4 gezeigt wird, existiert zu jedem der @entialrdume7 x A, T, R
bzw. T, M auch ein Kotangentialrauffiiy, A, 73 R bzw. 7 M. Wahrend die Basen der Tangen-
tialraume (Tangentialvektoren) durch den Deformatioadgmten in unterschiedliche Platzierun-
gen abgebildet werden, geschieht dies fir die Basen dengetdialrAume (Normalenvektoren)
durch den Kofaktor des Deformationsgradierten

MA
cof[F]: TxA — T M,
A

MA

G* — g :=cof[ F|(G*) , (2.99)
A

31 Die bei der Definition verwandte eckige Klammer kennzeicldine Funktion des Kofaktors als Lineare Abbildung
und es gilt fir den Kofaktor eines Tensdts

cof[F] := det(F)F* , (2.98)

wobeiF* der zuF duale Tensor ist (vgl. Abschnitt A.7).
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] . } Aﬁ — T; Rt

cof |

A
I K

A

G — vi=cof[F(GT) (2.100)
A

MR
cof[F]: TRy — TM,
R
MR

v o gt i=cof[ Fl(v) . (2.101)
R

AulBerdem lasst sich die sogenanntelA -ldentitat formulieren
Div o cof[F] =0 (2.102)

die bei nachfolgenden Herleitungen Verwendung firfdet.

Fur die spatere Anwendung des Integralsatzes vangs werden an dieser Stelle drei Abbil-
dungen eingefihrt, die in der jeweiligen Platzierung jedeaunkt des Randes seinen normierten

Normalenvektor zuordnen

n:T X 8A§ CTx Ai — T*XAE ) (2103)
A
n:Tx aMt CTxM— T;Mt ) (2104)
M
n:Tx 8Rt CT x Rt — T;Rt . (2105)
R

Hierbei wird der Rand des materiellen Kdrpers in einer Réatmga mit da bezeichnet.

Deformation oder Abbildung von Volumenelementen

Neben Tangential- bzw. Kotangentialvektoren, die sichdifferentielle Linien- bzw. Flachen-
elemente interpretieren lassen, kann die Deformation diicidifferentielle Volumenelemen-
te dV beschrieben werden. Den Rechenregeln ausKE&ER 2006, S. 21] kdnnen dieadoBI-
Abbildungen

MA

JtX): R —» R
MA
AV — 4V ::det(F)dV , (2.106)
A M A A

RA

Jt,X): R - R

RA
AV dV = det( F) av (2.107)
A R A A

32 Fiir einen Beweis sei auf [®VAzz1 & HUGHES2007, S. 8] und [EKELER 2006, S. 385]) verwiesen.
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MR

J(t,x): R —- R
MR
AV s AV = det( F ) av (2.108)
R M R/) R

entnommen werden. Da die Abbildungen zwischen den Plataen bijektiv sind und Material-
durchdringung ausgeschlossen wird, sind die Determinatee jeweiligen Deformationsgradien-
ten grofRer als null.

MA
Fir spatere Herleitungen wird an dieser Stelle die zegliBbleitung der AcoBi-Abbildung J
bestimm#?

MA MA MA
8y J (t,X)=J (t, X)DivD (t, X) . (2.109)
A M A

RA
Auf gleichem Wege kénnen die zeitlichen Ableitungen deiigdor zwei AcoBl-Abbildungen J
MR
und J ermittelt werden

RA R
0,7 (t, X) = T (t, X)Div5(t, X) (2.110)
A R A
MR MR MR
Oy J (t,x)= J (t,x)Dive (t,x) . (2.111)
R M R

2.3.6 Metriktensoren bzw. REsz-Abbildungen

Nach dem Satz von RSz existieren jeweils eindeutige Abbildungen
R : TXAE — T}Aﬁ

A
G, — R(G)=G" |, (2.112)
A
R:T M, — TiM,
M
gi — R(g)=g" , (2.113)
M
R:TxRt — T;Rt
R

vi — R(y)=v" (2.114)
R

die zwischen den zugehdrigen Tangential- und Kotangeatiaien vermitteln. Mithilfe dieser Ab-

bildungen lassen sich innere Produkte bilden, mit denelgé&gdwron Tangentenvektoren bestimmt
werden kénnen

A AN X7 = (dX,dX) ., = <dX R[dX]> : (2.115)
XeA, AXET A A i A T At

A A HdeR = (A, da) <dw R[dzc]> : (2.116)
weM; dzeT M, M TaMy

A A Ixlle® = (dx. dx)r, =<dx R[dx]> : (2.117)
XER: dXETL Ri R TxRe

33 Eine Herleitung mit der Angabe von Zwischenschritten istlischnitt A.6 gegeben.
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MA AM
Mit der Definition der Deformationstensore® (Rechts-QucHY-GREEN-Tensor) und C
(Inverser-Links-@QucHY-GREEN-Tensor oder InversertRGER-Tensor) kann ein Zusammen-
hang zwischen den Langen von Tangentenvektoren in vecsaes Platzierungen eingefthrt wer-
den

9 9 AM
N N 14X |g? = [lde]|an® = <dw C [dw]> , (2.118)
(t,X)eTx A dXET 5 At A ACA M T oM
9 9 MA
A A lldz) g® = [[dX [|na” = <dX C [dX]> (2.119)
(t,X)eTx A, da€T oM M ﬁ A T x At
. MA MA
mit de= F[dX] und == ¢,(t,X) . (2.120)
Die mit diesen Gleichungen neu eingeflhrten Tensdfennd C ergeben sich zu
MA rmax\ 1 MA ra*\ ~1 RA
C:(F) oRoF:(F) oRo F , (2.121)
A A M A A R A
AM MmaA* ma 1 MR¥* Mmr\ 1
C =F oRo(F) =F oRo(F) : (2.122)
M A A A R R R

2.3.7 Dehnungstensoren

Die Dehnungstensoren vergleichen stets zwei Metriktemspassend zu einer Platzierung und
einer Bewegungsabbildung. Als Beispiel werden an dieseflleSder GREEN-LAGRANGE-
Dehnungstensor

MA 1 /mA
E =— (C — R) (2.123)
A 2\4 A
sowie der AMANSI-Dehnungstensor
AM MA*  MA ma\ 1 1 AM
E =F oEo<F) —_<R—C) (2.124)
M A A A M M

eingefihrt. Analog zu diesen in der Literatur tiblichen Dafgstensoren lassen sich auch Deh-
nungstensoren fir die Bewegung zwischen Referenz- und Mtamplatzierung aufstellen

MR 1 /MR

E =- <C — R) : (2.125)
R 2\R R

RM MR* MR AN 1 RM

E=F oEo(F) ——(R—C) . (2.126)
R R R R 2\r =R

Abbildung 2.10 gibt die Zusammenhé&nge zwischen Metrildesrs, Deformationstensoren und
Dehnungstensoren Ubersichtlich wieder.
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T, M, < T R < vy
AM AM MA MA
E Ril'C R RII'C E
M R All 5 "
MR* RA*
A7 F Y F vy
R A
TEM, < TR < s A,
MA*
F
A

Abbildung 2.10: Zusammenstellung von Urbildern und Bitd&ir Metriktensoren, Deformations-
gradienten und Dehnungstensoren (nichtkommutativesr&xiagp)
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2.4 Spannungstensoren

Mithilfe des CaucHY-Theorems werden lineare Zusammenhénge zwischen dem MNonaktor
einer Schnittflache (ELER-Schnittprinzip) und dem Spannungsvektor in dieser Sttauhe po-
stuliert. Im Fall der Momentanplatzierung beschreibt degeniannte BUCHY-Spannungstensor
den linearen Zusammenhang zwischen Spannungsvektor umtadmvektor beztglich der Mo-
mentanplatzierung

o(t,x): ToMy — T, M,
M

n — ttx)=o(tx)n] . (2.127)

M M M
Der Spannungsvektor in der Momentanplatziertimgrd auch wahrer Spannungsvektor genannt,
da er die in der Schnittflache auftretende Kraft in der Moraeplatzierung auf die Flache der
deformierten Schnittflache in der Momentanplatzierungdigz Als HilfsgroRe wird zumeist der
KIRCHHOFFSpannungstensor eingefihrt

S(t,x): TiM, — T, M,
M

n — t(t,x):=S(tx)n]:= MJA(t,w)cr(t,w)[n] . (2.128)
M M M M M
Ausgehend von dieser Definition l&sst sich der ersta R-KIRCHHOFFSpannungstensor (Pseu-
dospannungstensor) bestimmen. Er bezieht die in der $itéctie auftretende Kraft in der Mo-
mentanplatzierung auf die Flache der Schnittflache in dembldanplatzierung, wobei als Bezug
das Flachenstiick der Ausgangsplatzierung dient

MA
P (t, X) : T}Aﬁ — Tth
A

A A A M A

(2.129)

Mithilfe des Deformationsgradienten konnen die folgen@&@annungstensoren analog definiert
und mit dem jeweiligen KRCHHOFFSpannungstensor in Beziehung gebracht werden (s. auch
Abb. 2.11)

S(E,X) : T}AL — TXAE
A

n o ttX) =P (tX)n] = (S(A;bA(t,X))oAEA*(t,XO (n]

n — T, X)=S(t,X)n] ,
A A A

- <A;:A(t,X))_o S(o (1 X)) O?A*(t,X)> ml .
A M A A

(2.130)

S(t, X) . T;Rt — TXRt
R

(t x)[’g]
- ((Ai:n(t,x))_o S (% (%) oMFR*u,x)) n
R M R R
(2.131)

n — T(t,x) = S(t,
R R
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RA

5 (t7 X) : }At — TxRt

noo )= Pl = <5(t,x)07§*($(t,x))) n]

A R A
(2.132)
MR
P(t,x): T, Re — T.M,
R
MR MR* RM
n — tt,x)= P (t,x)[n]:= (S(t,:z:) oF (¢ (t,:z:))) [n]
R R R M R R
(2.133)
Insbesondere wird der Tens®als zweiter FoLA-KIRCHHOFFSpannungstensor bezeichnet.
A
MA
F
A

MA AM
P .
A

Abbildung 2.11: Kommutatives Diagramm zu den Zusammen&anrgn Deformationsgradienten
und Spannungstensoren
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Wie aus den Definitionen der Glin. (2.128) bis (2.133) hergbtgunterscheidet sich die Bedeutung
des die Platzierung angebenden Index bei diesen auf Taalggamen definierten Grél3en. Ein
Wechsel zwischen zwei verschiedenen Platzierungen ériadgt nach dem Vorbild von auf den
Platzierungen direkt definierten Grof3en wie in Gl. (2.25h.as gilt

MA
S#So¢ . (2.134)
A M
Vielmehr werden die Grof3en nach obigen Vorschriften nfegtder Deformationsgradienten trans-

formiert. In der englischsprachigen Literatur werden ei@perationen auch als push-forward bzw.
push-backward Operationen bezeichifet.

34In [BESDO& | HLEMANN 2002] wird ein ,anwendungsfreundlicher Ubertragungsafpmet vorgeschlagen, der
zwischen materieller und raumlicher Beschreibung veatitind der ahnlich der hier angegebenen Beziehungen
charakterisiert ist.
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2.5 Bilanz- und Erhaltungsgleichungen
2.5.1 Transporttheoreme

Unter dem Begriff Transporttheorem wird eine integraleekiratische Identitat zur Berechnung
der Anderungsrate von Linien-, Flachen- und Volumeniraksgr verstanden. Transporttheoreme
dricken damit die Zeitableitung eines Integralausdruekess

Zunachst wird das Transporttheorem fir Volumenintegratdehtet. Dieses kann fur unter-
schiedliche Abbildungen, die zeitveranderliche Gebiaisdaicken, angegeben werden. Han-
delt es sich bei der betrachteten Abbildung um die Bewegumgder Ausgangs- zur Momen-

MA
tanplatzierung¢ , wird vom klassischen RrNoLDs-Transporttheorem oder kurz vom klassi-
schen EYNoOLDs-Theorem gesprochen. Dabei wird die Momentanplatzierisgiéd der Funk-

. MA
tion ¢ ,(¢,0) angesehen

MA MA
M= G ={F0x) | xeay . (2.135)
Es ergibt sich fur ein Skalarfeld
h:TxM; — R |, (2.136)
M

zu*®

v [ s [agens [ esien: (o)

MA rEM; rEIMy
zeEMi= ¢ 1 (L, AL)

(2.137)
Fir ein Vektorfeldh gilt analog

o [ me [ager [ (senoten) (zoo)

MA reEM;y rEOM:+
TEM; = o] l(tv-AE)
(2.138)

Damit beschreibt das B’NoLDs-Transporttheorem in beiden Fallen die Aufteilung der iab#
des Integrals einer Gro3e auf einem zeitveranderlichemeGelzwei Anteile. Der erste Anteil be-
riicksichtigt die Anderung der GréRe innerhalb des zeitdgédichen Gebietes. Der zweite Anteil
betrifft den Fluss der betreffenden Gro3e Uber den Randaieerinderlichen Gebietes. Mithilfe
dieses Theorems kdnnen sich auf materielle Gebiete berel@leichungen in sich auf raumliche
Punkte beziehende Gleichungen umformuliert werden.

MR
Analog lasst sich das sogenanntei&NIz-Transporttheorem flr die Abbildung und ein Ska-
larfeld h

o [ e [ geer [ yen(Fes) (gos)

MR reM;
reEMi= ¢ (t,Re)

(2.139)

35 Eine Herleitung mit der Angabe von Zwischenschritten istlischnitt A.6 gegeben.
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bzw. ein Vektorfeldh

[ mee [apess [ (senoBen) (yen)

MR reEM,y rEOM;y
zeEMi= ¢ 1(t,Re)
(2.140)

RA
herleiten. Das Transporttheorem fiur die Abbilduegist in der Herleitung etwas komplizierter,

da das Definitionsgebiet der betrachteten Feldgrol3e adsdei KompositionA(ApR o 72—54 betrachtet
werden muss (vgl. Gl. (2.135)). Weil dieses Theorem die Dgbmsition der Bewegung sowie
alle Teilbewegungen enthélt, wird es in der Literatur auetallgemeinertes RrNOLDS-Theorem
genannt. Es lautét

o [ o= [a(Texnen)

MR RA XER:

zeEMi= ¢ 10 ¢ (t,Ar)
[ (Tesone0 ¥ (ne))

XEOR
(2.141)
Das verallgemeinerte B'NOLDS-Theorem geht in das klassisch&YWoLbs-Theorem nach
MA

Gl. (2.137) uber, wennA:pR = ¢ gesetzt wird. Mithilfe der Definitionen der konvektiven Ge-
MR
schwindigkeit geman Gl. (2.69) und des Deformationsgradie F nach Gl. (2.94)

RA s\ MA
a_ ( F) g (2.142)
R R R
sowie des Zusammenhanges
MR RA MA MR MR*
J (¢, x)h(t, x) v (t, x) n(t,x) = h(t,x) ¢ (t,x)- < J (t,x) F*(t, x)n(t, x)) (2.143)
R R R R R R
MA MR
= 10 E o0 (el Feoin(en) (2149
R R R R

l&sst sich das verallgemeinerte ®NoLDs-Theorem fur ein Skalarfeld in

9 / hit,a)= | oyh(ta) + / h(t,w)%*‘(t,w).(n@,w)) (2.145)
A M AM M M M

MA xreM; rEOM¢y
reEM= ¢ 1(t,./41)

bzw. fir ein Vektorfeldh in

o [ me [ager [ (geneten) (zoo)

MA xEM;y rEIMz+
TEMi= ¢ l(tv-AE)
(2.146)

umschreiberi’

36 Eine Herleitung mit der Angabe von Zwischenschritten isAschnitt A.6 gegeben.
37 Mit dem Hinweis, dass das dyadische ProdgMiir ein Skalarfeldh in die skalare Multiplikation tibergehe, wird
in den folgenden Abschnitten nur noch die Darstellung fiindktorfeldh angegeben.
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2.5.2 Allgemeine Struktur von Bilanzgleichungen

Eine Bilanzgleichung stellt Fliisse und Quellen einer Grg8genuber, fur die ein Erhaltungs-
satz existiert. Da es mehrere solcher ErhaltungsgroReéngimt es sich, die allgemeine Struktur
solcher Bilanzgleichungen naher zu untersuchen.

Mit dem Skalarfeld (bzw. Vektorfeld) einer Erhaltungsgrof3e, dem Skalarfeld (bzw. Vektorféld)
als Quelle, dem Vektorfeld (bzw. Tensorfeldals Fluss kann eine allgemeine Bilanzgleichung als

0:%) / /(\)z/l(t,:z:)— /ﬁ(t,w)— / (/\74/7\1,4)(15,:1:) (2.147)

reM; rEOM;y

formuliert werden. Diese lasst sich mithilfe des klasseschiransporttheorems in

o= [ (ag-p)ems [ ((ae¥-)n)en e

MA TEOM:
CEGMt: ¢ 1(t7~A£)

umformen?® Hierbei beschreibt das Oberflachenintegral

/ <a ® A%f‘) n (2.149)
M M M

wea/\/{t

den Fluss der betrachteten GrafRéiber den Rand des zeitlich verdnderlichen Gebigtgs Es
folgt mit dem Satz von GuUss

0= / (aooz—6+Div (a@%f— 7)) (t,x) . (2.150)
i M M M M M M

rEMi= ¢ 1(t,.A;)

Mit dem umgeformten EIBNIZz-Transporttheorem fir die Abbildunﬂg nach Gl. (2.140)

/aoﬁ(t,w):?g / alt@) - / ((;;@Ajf) ﬁ) (t, ) (2.151)

xEM¢ MR xreOM:y
reEM= ¢ 1(t,Rt)

- [alTg)eo- [ ((zef)n)es e

XER: rEIOM;
MR MR MR
= / (J_180<Ja)>(t,a:)— / <(a® v)-n)(t,w)
R \MM M M) M
TEM: r€OM;

(2.153)

ergibt sich fir die Bilanzgleichung unter Zuhilfenahme Befinition der konvektiven Geschwin-
digkeit "¢ aus GI. (2.69)

o= [ (Ta(Te)-pless [ ((geg-7)n)es

MR rEOM;
zeMi= ¢ (t,R¢t)
(2.154)

38 Mit der Erklarung aus FuRRnote 37 werden die Gleichungendsadin Abschnitt fir ein Vektorfeld dargestellt.
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Erhaltungsgréiie o 6] o
M M M
Masse p 0 0
M
Impuls p%A o f o
M M MM M
. . MA . .
Drehimpuls id x (,0 'u) id; x <p f) id, xo
TxM M M Tx M MM Tx M M
MA 2 A MA
Energie pe+zplv pra+pf-v oc'v —gq
M M| M MM MM M M M M
Entropie pn prn/ 0 —q/0
MM MM M M M

Tabelle 2.3: Ubersicht zu den Substitutioffefiir die Feldera, 3 und~y der allgemeinen Bilanz-
gleichung (nach [8ovAazzl & HUGHES 2007])

bzw. mit dem Satz von @Jss
MR MR MA
0= / (J_lao(Joz)—B+Div(oz® c —7))(75,:13) . (2.155)
R \ MM M M \M M M
MR
zeEMi= ¢ (t,Rt)

Diese Form der allgemeinen Bilanzgleichung lasst sich nifinli@ Referenzplatzierung beziehen

= [(@(Te)-Tgenw [ ((s0F-3) (Ein)) e

XER XEOR
(2.156)
bzw. mit dem Satz von @uss als
MR MR MA MR
0= / (80 < J a> — J B+ Div ((04@ c — ’y) cof[ F ])) (t, x) (2.157)
R R R M R R R R

XER

schreiben. Dieses Ergebnis wird auch erhalten, wenn dadlgemeinerte Transporttheorem
auf Gl. (2.147) angewendet wird. Mit den in Tab. 2.3 angegeheSubstitutionen lasst sich
die allgemeine Bilanzgleichung im Folgenden fur die eineal Erhaltungsgrofien anpassen.
Die sich unmittelbar ergebenden konservativen Formen dem®&rt® sind fir eine klassi-
sche Beschreibung in referentieller oder rdumlicher [@#Htstg in der Literatur zu finden
(S. z.B.[BELYTSCHKO et al. 2001]). Fur die Darstellung in einer ALE-Beschreipsei u. a. auch
auf[DONEA & HUERTA 2003] und [WALL 1999] verwiesen.

39Die konservative Form der Erhaltungsgleichungen bezeichmder Literatur (vor allem in der Fluiddynamik)
die nichtausdifferenzierte Form der Erhaltungsgleictamdm Gegensatz dazu tragen die ausdifferenzierten Er-
haltungsgleichungen, die ggf. mithilfe der Kontinuitd&ghung umgeformt wurden, die Bezeichnung advektive
Erhaltungsgleichungen.

40 Das Kreuzprodukk zwischen Abbildungen sei argumentweise definiert.
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2.5.3 Massebilanz

Die in der Massebilanz benétigte Feldgrol3e ist die Dighf@iese kann basierend auf demi&LT-
JEsIntegralbegriff eingefuihrt werden (vgl. (ECHER & STEPHAN 1972, S. 24]), so wie in der
Malf3- und Integrationstheorie anschaulich auch von eineht®ibeziglich eines Malies gespro-
chen wird. In diesem Fall wird eine monoton wachsende paskunktion als Mal3 definiert, das
in Abhangigkeit der Lage eines Punktes die Masse angibtteWen lasst sich aufgrund der an-
genommenen kontinuierlichen Masseverteilung (s. AbstAri) eine Funktiorp finden, so dass
das Mal3n, welches die Masse misst, aus dem Mafivelches das Volumen misst, hervorgeht. In
den Worten der Mal3- und Integrationstheorie hgiBann einé/-Dichte vonm.

Mit den GrolRen aus Tab. 2.3 folgt zunachst fir die (konsere&orm der) Masseerhaltung

0= / (ao <pr) + Div <pMcAcof[A?:R])> (t, %) (2.158)
R R R R R

XER

oder mit der Definition der Geschwindigké% (Gl. (2.69))

MR MRRA
0= / (80<Jp)+Div<pJ v))(t,x) : (2.159)
R R R R
XER
Bei dieser Darstellung existieren keine Quellen fur die 8éada alle im Rahmen dieser Ar-
beit behandelten Systeme mit nichtmateriellen Randbedigpgn so betrachtet werden, dass sie
— abgesehen von einer Masseanderung infolge einer Gedmatslerung — Systeme invarianter

Masse sind. Zum Studium der Dynamik von Systemen mit verdinder Masse sei z. B. auf
[CVETICANIN 1998] verwiesen.

Ausgehend von Gl. (2.158) und mithilfe deicR A -Identitat aus Gl. (2.102) lasst sich die advektive
Form der Masseerhaltung &ls

MR MR’R,_A MR MA
0= / (J@0p+ J fv@lp—i-pcof[F]@lfv)(t,x) (2.160)
R R R R R R
XER:
angeben. Bei einer Beschreibung in der Momentanplatzieeugibt sich

0= / (80/) +Mc*‘al,o+,oal%"‘> (t,x) (2.161)
M R M M M M M
xe My

was u. a. auch in[INDER 2003, S. 35] oder [DNEA et al. 2004, S. 7] zu finden ist.

2.5.4 Impulsbilanz

Mit den geeigneten Substitutionen aus Tab. 2.3 lautet disdwative Form der Impulsbilanzglei-
chung

MR MR MR
0= / (00<Jp/\'/ll)A) - pr+DiV((pA'/tl7A®%A—a) Cof[F])) (t,x)
R R R RR R RR R M R

XER:

(2.162)

41 Eine Herleitung mit der Angabe von Zwischenschritten istlischnitt A.6 gegeben.
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Diese Gleichung kann mithilfe der Definition der Geschwgkdeiit%A gemal Gl. (2.69) in

MR MR MR MR
0= / (a()(Jp%*‘)— pr+Div<Jp%*‘®7%f‘— P))(t,x) (2.163)
o R R R RR R R R R R
XER:

umformuliert werden. Die Uberfiihrung der konservativedimadvektive Form gelingt mit mehr-
fachem Einsatz der Produktregel sowie der Masselffanz

MR MR
0= / (AjfnpﬁoMA - Aj]R,of +p (@1%A) %Acof[ F ] — Div (acof[ F ])) (t,x)
RR R

v
R RR R R R R M R
XER:
(2.164)
Daraus lasst sich unter Verwendung depiRA -Transformation die Darstellung
MR MR
0= / ( J p (ao%*‘ —f+ <aﬁ4f‘> 7%7‘) —DivP > (t,x) (2.165)
R\R R R R R R R
XER+
bzw. in der momentanen Platzierung die Darstellung
0= / ( P (ao%“‘ —f+ (aﬂf‘) Mc“*) - Diva) (t,x) (2.166)
M \R M M M M M M

reEM;

gewinnen (s. auch[INDER 2003, S. 35]).
2.5.5 Drallbilanz

Mit den geeigneten Substitutionen aus Tab. 2.3 kann anaodntpulsbilanz auch die Drallbi-
lanZ* formuliert werden. Mit dem Abstandsvektor

MR

MR
T (t,x) = ¢q(t,x) —x0 Mit xo€R; (2.167)

sowie der Definition des Kreuzproduktes zwischen einemdresister Stufe (Vektor) und einem
Tensor zweiter Stufe

ax (b®e)=(axb)®c (2.168)
folgt fur die Drallbilanzgleichung

0— / (a<%M(p%)>_%M(pf>+
R R R RR

XER:

... +Div <((A7“R X <pﬂg}A>) ® ¢ -1 x O’) cof[Nlt:R])> (t,x) - (2.169)
R R R R M R

Mithilfe der Impulsbilanz lasst sich aus der Drallbilanzleéen, dass

ct=o (2.170)
M M

gilt, d. h. der QuUCcHY-Spannungstensor ist symmetriétfs. auch [FhupPT 2010, S. 99)).

42 Eine Herleitung mit der Angabe von Zwischenschritten isAischnitt A.6 gegeben.
43 Die Drallbilanz wird auch als Drehimpulsbilanz bezeichnet
44 Eine kurze Untersuchung zur Symmetrie von Tensoren ist schAbitt A.7 zu finden.
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2.5.6 Entropie- und Energiebilanz

Mit den passenden Ersetzungen aus Tab. 2.3 und der Abktirzung

1 2
gesi= € + 5 A:zé*‘ (2.171)
R

far die spezifische Gesamtenergigs welche sich aus der spezifischen inneren Energied der
Geschwindigkeif?f‘ zusammensetzt, lasst sich die konservative Form der Eilanz als

MR MR MA
R R R R \R R R

XERL

MR

...+ Div ((peges%*‘ — otV + q) cof[ F ])) (t, x) (2.172)
R R R R M R R R

formulieren. Dabei bedingen die Einfihrung des spezifisaNarmeflusseg und der spezifischen

Warmequelle, die Einfihrung passender konstitutiver Materialbezigjam

Analog entsteht aus der allgemeinen Bilanzgleichung @157)) die Entropiebilanzungleichung
in konservativer Form

MR MR MA MR
0< / (8O<Jpn) - J,orh/9+Div<(p77 c +q/9)eof[F])) (t,x)
R RR RR' R R RRR M M R

XER:

(2.173)

Sowohl die Energiebilanz als auch die Entropiebilanz lasseh auch in die advektive Form Uber-
fuhren. Da diese in den nachfolgenden Betrachtungen jeticbhhbenétigt werden, sei hierfir auf
[Scovazzl & HUGHES 2007, S. 39] verwiesen.

2.5.7 Lokale Form der Bilanzgleichungen

Die aufgestellten Bilanzgleichungen sind als nichtlimeBunktionale von integraler Form. Sie
beziehen sich urspringlich auf materielle Punkte des Kérped demzufolge auf Elemente der
Mannigfaltigkeit des materiellen Korpers. Uber die in Absitt A.4 angemerkte Identifizierung
der materiellen Punkte mit den Positionsvektoren in deejigen Platzierung wurde eine Be-
schreibung auf der Mannigfaltigkeit umgangen. Damit dakideh formulierte Problem losbar ist,
muss es die KDAMARD -Forderungen nach Eindeutigkeit, Existenz und Stetigieiillen. Da-
bei lasst sich auf Mannigfaltigkeiten vor allem die Steégleiner Losung auf der betreffenden
Mannigfaltigkeit nur sehr schwierig zeigen.

Einfacher sind die von HDAMARD geforderten Eigenschaften des Problems zu tberprtfen,
wenn die schwache Formulierung unter Voraussetzung einersblorrFrscher® und stetig-
differenzierbaren Mannigfaltigkeit soweit kontrahierirdy dass sie in einem einzelnen Punkt gilt
(Lokalitat). Da die genannten Voraussetzungen an die Mgaltigkeit des materiellen Korpers im
Rahmen der Kontinuumsmechanik erfillt sind, darf die Kakiion durchgeftihrt werden.

Mit dem Ubergang der Beschreibung von MannigfaltigkeiterPfatzierungen und der damit ver-
bundenen ldentifizierung von materiellen Punkten mit Rasstvektoren, dirfen demnach die in

45 HauspoRFrschen Mannigfaltigkeiten besitzen dieblsDoRFFTrennungseigenschatft, d. h. um zwei unterschied-
liche Punkte lassen sich stets zwei disjunkte Umgebungdariin
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den vorangestellten Abschnitten aufgestellten Bilaneblengen lokal formuliert werden. Rein
formal bedeutet die beschriebene Lokalisierung das Wegteder Integralsymbole, da fortan die
Gultigkeit der Bilanzgleichungen in einem einzelnen Pwddausgesetzt werden kann.
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2.6 Konstitutive Beziehungen

Die konstitutiven Beziehungen (auch Materialgleichungesrmitteln zwischen Dehnungstensor
und Spannungstensor und charakterisieren das Matehalen. Im Rahmen dieser Arbeit wird
ein Materialverhalten angenommen, welches den folgenadarderungen gentge:

e Der materielle Korper sei stofflich homogen, d. h. er zeigallen materiellen Punkten das-
selbe Materialverhalten.

e Das Material sei isotrop (richtungsunabhangig).

e Das Material verhalte sich linear und (hyper-)elastiscas Dedeutet, dass der Zusammen-
hang zwischen Dehnungen und Spannungen linear ist und tdasttmgspfad mit dem Bela-
stungspfad Uibereinstimmt. AuBerdem nimmt unter diesemhnre die Entropie nicht Z.

Bevor die konkreten Beziehungen zwischen Dehnungs- undrispgstensoren formuliert wer-
den, wird untersucht, auf welchen Raumen diese Tensoremetéfsind und welche Form ein
linearer Zusammenhang zwischen ihnen haben muss. Wie ivatbergehenden Abschnitten
dargestellt, ist der Dehnungstensor als Abbildung wietfdéiniert

E TeA - TeA . (2.174)
A

Er lasst sich damit auch als Element eines Tensorprodukgaudentifizieren

MA

E c(TxA TxA) . (2.175)
A

Ahnliches gilt fir den Spannungstensor. Er ist als
A

definiert und kann auf analoge Weise einem passenden Teodoktraum zugeordnet werden

ie (TxA @TxA) . (2.177)

Im Fall des linear elastischen Materialverhaltens ist giadrer Zusammenhang zwischen Deh-
nungen und Spannungen in der Form

MA
E =
A

Lle

“1(S) (2.178)
A

gesucht. Dabei werden die Tensoren vierter Stifé bzw. € als Nachgiebigkeitstensor bzw.
Elastizitatstensor bezeichnet. Mit den Vortberlegungeden Definitionen von Dehnungs- und
Spannungstensor ergibt sich fur die Definition des Nachgikelitstensors

T A T A — T @TxA . (2.179)
A

46 Fiir weiterfiihrende Hinweise auch zu anderen Materialiena.[BETTEN 2001] und [HAUPT 2010].
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womit er als Element des Raumes

Ele (TA @ T A @ Tix A @ T Ar) (2.180)
A

identifizierbar ist. Der konkrete Aufbau der konstitutiBeziehungen lasst sich thermodynamisch
begrinden (s. hierzu [kUPT 2010]) und im Fall der Hyperelastizitat kann ein elastisdRetential
als Funktion der elastischen Enerdig.st angegeben werden (s.ARscH 2003, S. 137-140]).
Diese wird fir ein Volumen aus der dehnungsabhangigen Etkedtewe,sbestimmt

MA
Eelast = /welasl( E ) . (2.181)
A A A

At

Die Energiedichteve,stinrerseits ist mit

Welast - T}Ag & T}-Ag — R (2.182)
A

ein Funktional, dessen Definitionsbereich durch den Wertgbh des Dehnungstensors vorge-
schrieben ist. Aus der Energiedichbg,glasst sich durch Ableitung der Spannungstensor bestim-
men#’

Da die Energiedichte aufgrund der Isotropie spur- sowiesbhasbhangitf sein soll, reduziert sich
ihre Darstellung auf Elemente der Funktionenfalie

(tr [AEAkD . (2.187)
A keN

Insbesondere lasst sich zeigen (vglEfERAM 1989, S. 225]), dass die Form

MA 1 maT 2 M2
Welas{ E ) == 5/\ tr | E +ptr | E (2.188)
A A A A

47 Auch wenn dies nicht offensichtlich ist, so sind die Ableuder Energiedichteejas;und der Spannungstensbr
als Elemente desselben Raumes identifizierbar. Die Alplgitler Energiedichte ist aus demselben Raum wie die
Energiedichte selbst

Welast € (T A @ TixA)" . (2.183)

Mit der Identifizierung
(TxA @TxA) =TxA @Tx A (2.184)

folgt die in Gl. (2.177) angegebene Beziehung.
48 Daraus ergibt sich die Invarianz gegeniiber allen Rotatione
49 Die Spurabbildungr ist allgemein als

tr :Tx A @ Tx A — R (2.185)
mit

r[A] = [A(G*1), G*2, G*3]T5.4, +[G*1, A(G*2), G*3]lT5. 4, +[G"1, G*2, A(G*3)]T5 4,
. [G*1, G*2, G*3]T3, 4,

(2.186)

definiert, wobe{O, O, O] das Spatprodukt un@*; eine Basis des Vektorraumés, A, bezeichnen. In der kano-
nischen Basis ist die Spur eines Tensors zweiter Stufeigidnder Matrixspur der Mal3zahlenmatrix.
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die geforderten Symmetrieeigenschaften erfillt. Sie&@hthe LAME-Parametei undy die durch

vE E

A TRy Cw SR YOS

(2.189)

mit den Ingenieurparametern ElastizitatsmoAuSchubmoduz und Querdehnzahl in Verbin-
dung gebracht werden kénnen. Als Ableitung ergibt sich & 8pannungstensr

MA MA MA
S(E):)\tr*otr{E}—FZuE (2.192)
A A A A

und damit fir den Elastizitatstensor

€(O) = Atr*otr(O) +2p0 (2.193)
A

bzw. den Nachgiebigkeitstensor

1 A
¢l O)=—0-——tr'ot . 2.194
A (0) QMD 2p (3N +2p) ) ( )

Damit ist eine konstitutive Beziehung zwischen Spannungsd Dehnungstensor eingefihrt
(vgl. [PicARD 2009]).

50 Die zur Spurabbildung adjungierte Abbildufig® ist hierbei als die Abbildung
tr*:R — T}Aﬁ ®T}A§ (2190)

definiert. In der kanonischen Basis entspricht ihre Maarstellung gerade

o= |

o o =
o T O
> O O

] . (2.191)
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2.7 Anfangsbedingungen und Randbedingungen

2.7.1 Allgemeines

Aus den lokalisierten Bilanzgleichungen entsteht ein ééhtialgleichungssystem, dessen L6-
sungsschar an vorhandene Problemstellungen anzupasskirerbei missen in Form der An-
fangsbedingungen die Position und die Geschwindigkeitrdgeriellen Partikel des Kérpers zum

Zeitpunktt, € T (Beginn der Bewegurtg) vorgegeben werden. In der materiellen Beschreibung
konnen diese Felder als

A ¢t X) und A it X) (2.195)

XeA; XeA

angegeben werden. Alternativ kbnnen mit der Definition d&i@& (2.29) auch die Verschiebun-
gen und Verschiebungsgeschwindigkeiten als Anfangsieduen festgeschrieben werden

N o, X) und A\ 9 (to, X) . (2.196)

XeA; XeA

Bei Bertcksichtigung der Dekomposition der Bewegung irean jedem Zeitpunkt vorgegebe-

RA MR
ne Bewegunggy und eine unbekannte Beweguny (ALE-Kinematik) genugt es zuséatzlich, die
Felder

/\ A;Ln(to,x) und /\ 0y u (to, x) (2.197)

XERty XER1,

als Anfangsbedingungen festzulegén.

Neben den Anfangsbedingungen spielen die Randbedingweigerentscheidende Rolle bei der
Eingrenzung der moglicherweise existierenden Losungssiér Feldgleichungen auf eine ein-
deutige L6sung. Es werden drei Arten von Randbedingungégrsahieden. Randbedingungen
schreiben den Bewegungszustand (Verschiebungsrandjpedj)) den Spannungszustand (Span-
nungsrandbedingung) oder eine Mischung beider Zustaraheig¢ghte Randbedingung) der mate-
riellen Punkte des Koérperrandes vor. Fir die Existenz ditisung des Anfangswert-Randwert-
Problems der Kontinuumsmechanik ist es notwendig, dasseamfgesamten Rand Randbedingun-
gen vorgegeben werden. Insbesondere missen die Randeedentérschiedlichen Randbedin-
gungen eine Zerlegung des Randes in disjunkte TeilmengeRdedes des materiellen Korpers
bilden>3

Die im Folgenden naher beschriebenen Typen von Randbeudjeguverden von den nicht vor-
gegebenen FeldgréZen mit einem Querstrich unterschiddenKonsistenzgriinden dirfen sich

51 Der Zeitpunkt des Beginns der Bewegugaind der Zeitpunkt der gewéhlten Ausgangsplatzietuwgrden haufig
gleich gewabhlt.

52 Anfangs- und Randbedingungen in Abhangigkeit von Bescfidruingen werden auf dem Gebiet der Fluid-
Struktur-Interaktion bei sog. Added-Mass-Anséatzen igipliorgegeben (vgl. [WLL 1999]).

53 Solange sich vorgegebene Randbedingungen aus physitalBicht nicht widersprechen, diirfen in Randpunkten
auch gleichzeitig Verschiebungs- und Spannungsrandbedgen vorgegeben werden. Zum Beispiel kbnnen bei
Kontaktproblemen an starren Wanden in Kontaktflachenniemiahtung Verschiebungen und in Kontaktflachen-
tangentenrichtung Spannungen vorgegeben werdenAs {2010, S. 102]). Solche Randbedingungen sind nicht
mit den in der Literatur z. T. ebenfalls als gemischte Radiizringen bezeichneteroRIN-Randbedingungen zu
verwechseln.
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Rand- und Anfangsbedingungen nicht widersprechen, detlRdndbedingungen mussen die An-
fangsbedingungen erfillen bzw. umgekehrt. Der Ubersattiteit wegen werden an dieser Stelle
lediglich Verschiebungs- und Spannungsrandbedingungeerrerlautert. Fir die Darstellung von
gemischten Randbedingungen (aucheRv-Randbedingungen) sei auf fRL 2011, S. 48] ver-
wiesen.

2.7.2 \erschiebungsrandbedingungen

Verschiebungsrandbedingung&konnen direkt durch Vorgabe der Bewegung bzw. der Verschie-
bung von RandpunkteX € (0A;), C 0A; festgelegt werden

MA

A A b (t,X) =6 (t,X) bzw. (2.198)
XG(GA;)u teT A
AAA (P9 :=z(t,X) . (2.199)

xe(04,) €T

Werden Verschiebungsrandbedingungen zu null gewéahlteteh sie homogene Verschiebungs-
randbedingungen.

2.7.3 Spannungsrandbedingungen

Spannungsrandbedingunggkonnen sehr gut in der Momentanplatzierung formuliert eard

da sie Oberflachenkréfte vorschreiben, die naturlichessveum aktuellen Zeitpunkt wirken. Der
zugehdrige Rand wird mitoM,), € oM, bezeichnet. Die Spannungsrandbedingungen lauten
dann

A Actamnta)=tita) . (2.200)

=1
ze(OM;), teT M

Um diese von dem unbekannten Rand der Momentanplatzierohgngige Formulierung in
die Ausgangsplatzierung zu tberflihren, wird die Definities ersten BLA-KIRCHHOFF

MA
Spannungstensor® verwendet

/\ /\ — _Tl EA(t’X)[Z(t’ X)| = f‘(t,X) , (2.201)
Xe(oa), < g (F) n(t, X) =
g A TaM:

(s. [HAUPT 2010, S. 104]). Fur kleine Verformungen wird die Ublicheiseeverwendete Span-
nungsrandbedingung, formuliert in der Ausgangsplatrigrerhalten (s. [RBMME 2006, S. 63])

A /\Mf(t,X)[n(taX)] =t(tX) (2.202)

XE(aAi)t teT A

welche auch im Rahmen dieser Arbeit Anwendung findet.

54 Verschiebungsrandbedingungen werden auch als geonhetfiandbedingungen,iBICHLET-Randbedingungen
oder Randbedingungen erster Art bezeichnet.

55 Spannungsrandbedingungen werden auch als dynamischéé&tngungen, BUMANN-Randbedingungen oder
Randbedingungen zweiter Art bezeichnet.
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2.7.4 Beschreibung von nichtmateriellen Randbedingungemithilfe einer ALE-Kinematik

Wird die Bewegung gemald der ALE-Kinematik in zwei Teilbewegen zerlegt, so ergibt sich,

neben der Unterscheidung nach Verschiebungs- und Spasnamadpedingungen, fur die Defini-

tion von Randbedingungen die zusatzliche Unterscheidumgchen materiellen, raumlichen und

referentiellen Randbedingungen. Die Erlauterung derrealgedlichen Typen von Randbedin-
gungen erfolgt anhand der Bewegung einer elastischend€le&e auf einer starren Unterlage
(s. Abb. 2.12 bis 2.14).

In der Festkdrpermechanik werden Ublicherweise materirdndbedingungen vorgegeben. Sie
zeichnen sich durch ihre Invarianz beziglich des zur Raidgang gehdrigen materiellen Punk-
tes aus und lassen sich deshalb zeitinvariant in der Ausgéatgierung definieren. Dabei wird
die Randbedingung mit dem Positionsvektor des zugehomgateriellen Punktes in der Aus-
gangsplatzierung verbunden. Durch die Beobachterabigldimd die Bewegungsabbildung lasst
sich somit zu jedem Zeitpunkt der zur Randbedingung gehdngterielle Punkt bestimmen. In
der Momentanplatzierung ist die Position materieller Restingungen im Allgemeinen zeitab-
hangig. In Abb. 2.12 ist eine Beispielrandbedingung gdzéigdem materiellen Punk{ wird

die Spannung zu null vorgeschrieben. Trotz der Deformadies materiellen Korpers bleibt die
Randbedingungen bezlglich desselben materiellen Pubkttshen, so dass sie bezlglich der
Ausgangsplatzierung stets durch denselben Positiormvekieschrieben wird®

K¢ KR
mit Stauchung und Rotation
¢ magliche
Bahnlinie
€9 €9
E e t=t E el t=t>1

Abbildung 2.12: Materielle Randbedingung am Beispiel eglastischen Scheibe, die auf einer
starren Ebene durch Eigengewicht in vertikaler Richturgamumengedrickt und
um /2 im Uhrzeigersinn rotiert wird

56 |m Vorgriff auf die Beschreibung von Randbedingungen fineeALE-Kinematik wird in Abb. 2.12 die Referenz-
platzierungR; als Ausgangsplatzierung gewahlt.
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Raumliche Randbedingungen finden vornehmlich in der Fleichranik Anwendung. Sie werden
in der Momentanplatzierung zeitlich unabhangig defingbrhy. ihre Lage wird durch einen zeitin-
varianten Positionsvektor in der Momentanplatzierunggigegt. Durch die Beobachterabbildung
lassen sich generell einer raumlichen Randbedingung achiedenen Zeitpunkten verschiedene
materielle Punkte zuordnen. Demnach ist die Darstellungre&umlichen Randbedingung in der
Ausgangsplatzierung gemeinhin zeitabhangig. Im Beispidlbb. 2.13 ist das Verhalten raumli-
cher Randbedingungen schematisch dargestellt. Die Rdimgtheng im Berihrungspunkt der ela-
stischen Scheibe mit der starren Unterlage hat in alleziefaingen denselben Positionsvekjor
auch wenn sich in diesem Punkt in Abhangigkeit der Bewegomgligemeinen unterschiedliche
materielle Punkte befinden. Die Zeitveranderlichkeit riciner Randbedingungen gegentiber ma-
terieller Punkte ist an dem Positionsvekipin der Momentanplatzierung und dem zugehdorigen

AR
Positionsvektorp | (t, y) in der Ausgangsplatzierung abzulesen.

mit Stauchung und Rotation

E e tzz

Abbildung 2.13: Raumliche Randbedingung am Beispiel egl@stischen Scheibe, die auf einer
starren Ebene durch Eigengewicht in vertikaler Richturgamumengedriickt und
um /2 im Uhrzeigersinn rotiert wird

Zur Beschreibung nichtmaterieller Randbedingungen auichyrol3e Deformationen werden, ne-
ben den klassischen Arten von Randbedingungen, zur ALEiatik passende referentielle
Randbedingungen eingefihrt. Die Besonderheit dieser lB&tidgungen liegt in ihrer zeitlichen

Invarianz in der Referenzplatzierung. Daraus ergeberESg#nschaften, die sowohl materielle als
auch rdumliche Randbedingungen charakterisieren. Deergfelle Randbedingungen mit festen
Punkten der Referenzplatzierung verbunden sind, lasskuigrch die Beobachterabbildung zu je-
dem Zeitpunkt in der Ausgangsplatzierung unterschiedlroaterielle Punkte mit der Position der
Randbedingung identifizieren. Dartiber hinaus kann sichélimliche Position der referentiellen

Randbedingungen in Abhangigkeit der Bewegungsabbichj\:b%gerandern. Auf diese Weise las-
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sen sich die in Abb. 2.14 gegebenen Beispielrandbedingubggeiiglich der Referenzplatzierung
als materielle Randbedingungen interpretieren, da sicauweRandbedingung gehdorige (referen-
tielle) Punkt beim Ubergang von der Referenz- zur Momeritarigrung nicht andert.

K
Rt

mit Rotation und Stauchung mit Rotation

Abbildung 2.14: Referentielle Randbedingung am Beispigtrelastischen Scheibe, die auf ei-
ner starren Ebene um/2 im Uhrzeigersinn rotiert und durch Eigengewicht in
vertikaler Richtung zusammengedriickt wird
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2.8 Feldproblem
2.8.1 Feldproblem in der EULER-Beschreibung

Im Fall der in Abschnitt 2.6 angenommenen linear-elaséadtonstitutiven Beziehungen kénnen
die Bewegungsgleichungen des materiellen Korpers in deeg-Beschreibung aus der Masse-
bilanz in ihrer konservativen lokalen Fotm

0y p + Div (p ’U) =0 (2.203)
MM M \MM

und der Impulsbilanz in der advektiven Form in der Momenlaizperung

pOyv —Dive — p f =0 (2.204)
MMM MM MM

erhalten werden (s. [KUPT 2010, S. 139]). Des Weiteren lassen sich d&®EGN-L AGRANGE-
Dehnungstensor nach Gl. (2.123) durch den Deformatiodsgreen sowie die Metrikabbildungen

MA 1 ma\ T MA
E = - (F) oRo F —R (2.205)
A 2 A M A

und der Deformationsgradient nach Gl. (2.92) mithilfe vdn(@.29) durch Verschiebungen aus-
driicken

MA MA _
F_o's —o, <|d1 —|—u) | (2.206)

TXE A
ma ] i . . i
E = (81u) oRoid; +1idy oRo <81u) + <01u> oRo (81u) . (2.207)
A 2 A M TxE TxE M A A M A
Fur kleine Verschiebungsgradienten ergibt ch
MA
E =sym [81u] (2.209)
A A
bzw. in der Momentanplatzierung fiir den hier passendema\si-Dehnungstenset

AM
E —sym[alu} : (2.210)
M M

57 Fir eine Ubersicht zur advektiven und konvektiven Form déargleichungen fiir Systeme veranderlicher und
nicht veranderlicher Masse sei auffblPT 2010, S. 139] verwiesen.

58 Entsprechend der Uberlegungen zur Symmetrie eines Teinsdbschnitt A.7 gilt die hier angegebene Beziehung
fur den Fall, dass die IRsz-Abbildung eine Identitdtsabbildung ist. Ist dies nicht &all, wirde der REEN
LAGRANGE-Dehnungstensor fur kleine Verformungen durch

= symK 1 ® R) 5‘1u] (2.208)

A EQE A A
ausgedrickt (vgl. [RARD & M cGHEE2011, S. 72]). Im Sinne einer Ubersichtlicheren Darstegllwird jedoch im
Folgenden die REsz-Abbildung als Identitatsabbildung angenommen.

59 Zur platzierungsabhangigen Wahl von Dehnungs- und Spaystemsoren bei linear-elastischem isotropen Material
sei auf [HAUPT 2010, S. 331] verwiesen.
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Die konstitutive Beziehung fir die Momentanplatzierungféd

AM
E=¢'c . (2.211)
M MM
Diese Feldgleichungen gelten fur beliebige Bewegungerkiginen Verformungsgradienten und
werden durch die Rand- und Anfangsbedingungen vervotggén

Um die Bewegungsgleichungen zu vereinfachen und sieiterait bsungsalgorithmen zuganglich
zu machen, ist eine konsistente Linearisierung notweridiggnentsprechend wird die Aufteilung
A

des Dichte- und des Geschwindigkeitsfeldes in einen zaiithéngigen Anteil...) und einen
A

M
zeitabhangigen Antejl. . .) angenommen

p=p+p (2.212)
M M M
vi=v+0 =0 . (2.213)

M M M M

Dabei seien die Betrage der zeitabhangigen Anteile waskikteiner als die Betrage der zeitunab-
hangigen Anteile und die betrachteten Felder zum Ausgaitgsinkt homogen. Mit den folgenden
Voraussetzungen

~—

p(t, @ (t=0,z) , (2.214)
M

P
M
0

, (2.215)

T e

die z. B. in der Fluiddynamik Ublich sind, und der Vernachkigang von Termen hdherer Ablei-
tungsordnung kdnnen die Erhaltungsgleichungen als

8,6 + pDiviy =0 (2.216)
MM MM M

08,0 — Div (0'> —2Ff=0 (2.217)
MM M M M MM

formuliert werden. Dabei werden Massenkrafte infolge Beéimderungen als vernachlassigbar
angenommen.

Das vorgeschlagene Dehnungsmal basiert auf den Versnghﬂbﬁ"‘, welche mit dem Geschwin-
digkeitsfeIdA?f‘ assoziiert sind. Um eine Systemformulierung der Beweggiegshung zu finden,
wird deshalb in der weiteren Herleitung die Zeitableitueg ®ehnungsmalles verwendet

AM

0, sym [8111} = sym {818014 = sym [81%? . (2.218)
MM M M MM

M

Passend dazu sind die konstitutiven Beziehungen ebenfalshangigkeit der Dehnrate zu for-
mulieren und es ergibt sich unter der Voraussetzung zéhiregigen Materialverhaltens

AM
9, E =€ 9,0 . (2.219)
MM M MM

Beispiele fur die Beschreibung von Materialien in Abhahkegiy der Dehnrate sind z.B. in
[BELYTSCHKO et al. 2001] und [KOLKE 2005] zu finden. Die linearisierte Massebilanzgleichung
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kann nach der Bestimmung VOB unabhangig von den Ubrigen Teilen des Gleichungssystems
durch Integration tber die Zeit gelost werden

=yt <“5Div%*‘> . (2.220)
M M MM M

Deshalb kann diese Bilanzgleichung bei der Formulierumdeégegungsgleichung entfallen. Als
Resultat aller vereinfachenden Annahmen folgt das die Bemg beschreibende Gleichungssy-
stem erster Ordnung zu

i A R i
Oy — = . (2.221)
0 ¢! symo 0, 0 o 0
M M

Dieses System besitzt eine besondere Struktur. Der Blecktgr vor dem Vektor der Unbekann-
ten ist die Summe eines positiv definiten Blockoperatorsgdde Materialverhalten charakterisiert
und eines schiefselbstadjungierten Blockoperators, @depakitionsabhangigen Ableitungen ent-
halt (s. a. [PcARD 2009]). Die Randbedingungen und die Anfangsbedingungeich& passen-
derweise fur das Geschwindigkeits- und das Spannungsfeliemennen sind, vervollstéandigen
das Gleichungssystem.

Es ist erwéhnenswert, dass bereits mit diesem klassisah@adtingsgleichungssystem Bewegun-
gen mit nichtmateriellen Randbedingungen beschreiblval. §)a es in der BLER-Darstellung
formuliert wurde, kdnnen im Gegensatz zundRANGE-Darstellung rdumliche (und demnach
nichtmaterielle) Randbedingungen bericksichtigt weggh Abschnitt 2.7). Allerdings sind die
in diesem Abschnitt gezeigten Herleitungen nur fur kleirefddmationen gtiltig, was ihre An-
wendbarkeit einschrankt.

Dennoch ist es sehr nuatzlich, fur lineare physikalische llEwansprobleme die zugrundelie-
genden Gleichungen in die hier angegebene Systemform azdtiiben, da sich an ihnen die
Wohldefiniertheit nach KHDAMARD und gegebenenfalls sogar eine Losungstheorie erklarsh las
(s.[PcARD 2009])%°

2.8.2 Feldproblem in der ALE-Beschreibung

Wie in den Abschnitten 2.2 und 2.3.1 bereits beschriebend wn Rahmen der gewéhlten
ALE-Beschreibung die Bewegung des materiellen Korpersrie Starrkbrperbewegung und
eine dieser Bewegung uberlagerte Deformationsbeweg;(;zngerlegt. Jede physikalische Feld-
grol3eh kann dementsprechend in ein Anfangsfgldnd eine VerénderunﬁzA aufgeteilt werden

A MA . A
h:=h+ h mit h(t,0):=h(t=00) , (2.222)
wobei jeder Teil dieser Gleichung in derselben (aber eieéebigen) Platzierung zu formulieren
MA

ist. Dartiber hinaus lasst sich die Anderung des Feldesdie zur Zerlegung der Bewegung
gehdrenden Anteile spalten

MA MR RA

h="h+h . (2.223)

601n [McGHEE & PICARD 2011] wird die hier angegebene Gleichungsstrukur auchibenerelativ komplizierten
elektro-mechanischen System erhalten.
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RA
Wegen der angenommenen Starrkérperbewegung fur die Begeglkann das Dichtefeld als

RA

p=p+ "0 =p+Dop mt =0 (2.224)
A A A A R A

geschrieben werden, was analog auch fur die Felder der Dgshund Spannungstensoren gilt.
In den letzteren Fallen korrespondiert die hier definiereelefyung zur Linearisierung in Ab-
schnitt 2.8.1. Mit den Definitionen der Verschiebungsfeldaes den Gin. (2.29) bis (2.31) kann
die Dekomposition der Verschiebungen wie in Gl. (2.35) pasben werden, wobei im Vergleich
zum Dichtefeld der Anteili zeitabhangig ist. Eine adaquate Dekomposition des Gesadmyvi
keitsfeldes gelingt nach Gl. (2.69) zu
MA MR MA RA . MA MR R

v=v =v+n+v mt n=0u- v

R R R R R R R R R

IS

(2.225)

Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen in einer ALE-Besibung ist die Massebilanz in kon-
servativer Form in der Referenzplatzierung ein moglichesgangspunkt (s. Gl. (2.158))

?207% + Div (gz“) =0 , (2.226)

wobei der Ausdruck

MR

MR
0:=J p:=det (81 (o) 1) p (2.227)
R RR R

das mit der AcoBi-Determinante multiplizierte Dichtefeld bezeichnet. Massebilanz ist vom
Ubrigen System entkoppelt, deshalb wird fir die weitereniditengen angenommen, dass das
Dichtefeld nach der Bestimmung aller anderen Unbekanmemier nachtraglichen Berechnung
bestimmt werden kann.

Die Impulsbilanz in der advektiven Form in der Referenzptating (Gl. (2.165)) kann mittels der
Grundgleichung der ALE (2.78) sowie Gl. (2.64) in die Aussag

4 (aﬁalg.%f) ((80+81|:|-73UA) m) b
R \R R R R R R R
MR
..+,“3(ao+alu.%*‘>%*‘—niv<r>>—ﬁf—o (2.228)
R \R R R R R R RR

Uberfuhrt werden, wobei das Symholein Platzhalter fur die Feldgréi3e ist, auf die der Operator
angewendet wir@!

Wie in [SMITH 1993, S. 182] beschrieben wird, gilt die in Abschnitt 2.6ajgie Materialformu-
lierung unabhangig von tberlagerten Starrkdrperbewegurigamit flihren die Annahmen dieses
Abschnittes fur die Bewegungsgleichung mithilfe der kaosven Beziehungen aus Abschnitt 2.6
auf ein Gleichungssystem erster Ordnung der Form

(M — AU = f (2.229)

61 Wie bereits in Abschnitt 2.8.1 werden Massenkréfte infdghteanderungen als vernachléssigbar angenommen.
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mit
—p  poo;'m v 0
RR R R
M= |p0y+pd  poh+pd O | mit §,=007% |, (2.230)
RR R RR R R R
0 0 e 19,
R R
0 0 0 W 0
R
A=10 0  Div| |, r=|du| | f= ?}‘(f—(awi)%f)
R R R R \R R R
MR
0 symo 9, 0 P 0
- R - - R - = -
(2.231)

Im Vergleich zur Systemdarstellung in Abschnitt 2.8.1 stz der Blockoperatod schiefselbst-
adjungiert, aber der Blockoperatdf ist im Allgemeinen nicht positiv definit.

Im Fall einer zeitunabh&ngigen Geschwindigkeitsfunkﬁf)rgilt die Beziehung
a1 =9, (aﬁf 7%3“) = 0,0,"u 0 (2.232)
R R R R R R RR R R

und das Gleichungssystem kann zu

50 0 0 —pd, 0
R R
A A A .
M=|0 p 019, , A= |10 —2pd Div| | (2.233)
R R R R R
00 ¢! 0 symod, 0
- R = - R -
—ZA;;A 0
R
U= |0u| | fi= ,“3<f —51733“> (2.234)
R R R \R R
MR
P 0
- R - -~ =

umformuliert werden. In dieser Darstellung ist der BlocgdorM positiv definit, aber der Block-
operatorA ist aufgrund des Ausdrucksp 9, nicht schiefselbstadjungiert. Folglich kann mit den

M
Schlussfolgerungen ausigARD 2009] nicht mehr auf die Wohldefiniertheit des Problems ge-
schlossen werden. Wie bei der LOsung eines solchen Probiemmegangen werden kann, wird in
Abschnitt 4.4.5 an einem sehr ahnlichen, eindimensioraéaspiel erlautert.

Es bleibt zu erwéahnen, dass sich fur eine verschwindend@ﬁﬂaﬂigkeit? das hier angegebene
System zu dem klassischen System aus Abschnitt 2.8.1 fesrkan lasst.
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3 Axial unbewegte eindimensionale Kontinua mit nichtmaterellen Randbe-
dingungerf?

3.1 Direkte Herleitung der Bewegungsgleichung fur die axiBunbewegte Saite

Zur Untersuchung von Systemen mit nichtmateriellen Radiigeingen mithilfe analytischer und

semi-analytischer Methoden eignen sich eindimensionateiua. Prinzipiell lassen sich die Be-

wegungsgleichungen fur solche Systeme auch aus den inekapingeflhrten dreidimensiona-

len Gleichungen herleiten. Unter der VernachlassigungRamdstorungen konnen in diesem Fall
geometrische Symmetrien ausgenutzt werden, die zu emdingensionalen Formulierung fihren.

Aufgrund des Umfanges dieser Herleitungen werden sie inmfRaldieser Arbeit jedoch nicht na-

her angegeben und es sei auf die ArbeiteeRBER 1996, WEISS 1999, KARL 2011] verwiesen.

In der Literatur wird die Bewegungsgleichung der schwirtgsn Saite haufig mit der physika-
lischen Annahme, dass alle materiellen Partikel in einegnebsenkrecht zur LAngsausdehnung
schwingen, hergeleitet. Diese Annahme ist physikalisdiegnindet und wird bei der folgenden
Herleitung bewusst nicht getroffen. Dadurch wird erkemniaée im Rahmen der Linearisierung
das Fortlassen von Termen héherer Ordnung zu dieser vachieh Form des Schwingungsver-
haltens fuihrt (s. auch [WINBERGER 1965, ANTMAN 1980]).

MA

d) 1(t,S)

Abbildung 3.1: Definition der Ausgangsplatzierudgund der Momentanplatzierungl, am Bei-
spiel der schwingenden Saite

Dazu wird im Folgenden die Bewegungsgleichung fiir den Ra#ireSaite mit bewegten Lagern
und einer Beschreibung mithilfe eines raumfestenL(ERr-Beschreibung) sowie eines materiefest-
en Beobachters AGRANGE-Beschreibung) direkt hergeleitet. Es sei dazu eine kohstarge-
spannte Saite gegeben, die axial dehnbar ist, aber keiimdemstarrkorperbewegung unterliégt.
Die Lage der Saite wird im kartesischen Koordinatensystegnz,) beschrieben. Die Randbe-
dingungen werden bei der Herleitung der Bewegungsgleglzunachst aul3er Acht gelassen und
vervollstandigen erst im Abschluss der Herleitung die Agigwert-Randwert-Aufgabe. Neben
den erwahnten raumlich festen Koordinaigrundz; wird zusétzlich die materielle Koordinate
eingefuhrt. Sie kann als Benennung der einzelnen matmi@unkte interpretiert werden, welche
sich gemeinsam mit den materiellen Punkten im Raum bewegytdi&nt auch der Definition der
Ausgangsplatzierung der gedehnten Saite (s. Abb. 3.1).viehangenommen, dass die Saite so
dunn ist, dass sie durch eine Linie reprasentiert werden.Kd@emzufolge kann die Bewegung der

52 Einige der in diesem Kapitel vorgestellten Gedanken wungem Autor auch in [RANZE & Z ASTRAU 2010]
veroffentlicht.
631n diesem Abschnitt wird ein solcher Bewegungszustand &lsraxial unbeweglich bezeichnet.
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Saite durch die Angabe der Bewegungsabbildung

MA

¢ TxA — TxM,

(ts) = Bts) =t nts) = | 200 ] (3.1)
¢11(t=3)

vollstandig beschrieben werden. Der Ausgangszustandaiir &i durch die Funktionen

MA MA

¢,(0,s) und 9, ¢ (0,s) (3.2)

gegeben. Weiter sei die Massedicptder Saite eine stetige Funktion, d. h. die Masse eines Sai-
tenstiickes im Bereicls, s] C A; kann als

My 5] = / p(3) (3.3)

5€(s1,5]

angegeben werden.

Abbildung 3.2: Freikdrperbild eines Saitenabschnittgss] C M,

Mit der Annahme einer biegeweichen Saite, d. h. einer Sdigegghne Widerstand gebogen werden
kann, ergibt sich, dass in der Saite nur Normalkrafte wiké&men, welche im Freikoérperbild nach
Abb. 3.2 tangential zur Saite gerichtet sffdus der Bewegungsgleichungig-Richtung wird

N(t, 1) cosp(t, s1) — N(t, ) cos p(t, s) = / p(5)R 6 10(t,5) (3.4)

5€[s1,9]

erhalten. Nach dem Ableiten nach der materiellen Koordinaind mit der Beziehung

MA MA
a1¢10 (tS): a1¢10

a MA MA 2 MA 2
1¢12 \/<81q510) +(a1¢11)
64 Die physikalische Interpretation dieser Annahme ist dimslehlassigung der Fernwirkung, d. h. es wird angenom-

men, dass nur benachbarte Materialpunkte aufeinandeirkaw

cos p(t,s) = (t,s) (3.5)
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ergibt sich hieraus
MA
a1 ¢ 10

‘MA

O ¢,
Analog folgt aus der BewegungsgleichungrirRichtung

2MA
o | N =pdH ¢ 10 - (3.6)

2

MA
! ‘T =pd ¢ 11— pf (3.7)

81¢1
2

wobei die Funktionf eine beliebige massebezogene Kraft beschreibt, die im;dRichtung ver-
l&uft. Nun muss noch eine Annahme zum Materialverhaltersdée getroffen werden. Die Saite
verhalte sich ideal elastisch. Ohne vorauszusetzen, m@sse Elastizitat vorliegt, bedeutet dies,
dass die Normalkraft im Seil allein durch die Dehnung

MA
81 ¢ 1

g =

1 (3.8)

2

der Saite bezuglich der Gleichgewichtslage beschriebeh wi

N(t,s) = €(e(t, s),s) . (3.9)

Hierbei soll die nicht ndher spezifizierte Funktiémlas elastische Verhalten der Saite beschreiben.
Insbesondere muss die (unbewegte) Gleichgewichtslage

‘b (ts) = (1, ( g )) (3.10)

fur den Fallf = 0 die GIn. (3.6) und (3.7) erfullen, woraus auf
¢(0,s) = No = const (3.11)

geschlossen werden kann. Somit lasst sich das vorlaufigeh@ieggssystem zur Beschreibung der
Saitenbewegung charakterisieren. Es ist ein gekoppejtsi@ partieller Differentialgleichungen

MA MA
zweiter Ordnung in den Unbekannten,,, ¢ ;; undN, das durch passende Anfangs- und Rand-
bedingungen vervollstandigt wird. Der Ubersichtlichkeétgen seien die bestimmenden Gleichun-
gen nochmals genannt

MA
MA 0
bR G — 0y [ N T |~ o (3.12)
’ al ¢ 1
2
MA
MA 0
g G — oy | NpAL | = (3.13)
’ al d) 1
2

N(t,s) = €(c(t,s),s) mit gzlaﬂpﬂ

1. (3.14)

2
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Dieses Differentialgleichungssystem ist verhaltnisrgag@hwierig zu l6sen und eignet sich somit
noch nicht zu Untersuchungen zum Einfluss besonderer Rdmdfamgen. Um die beschreiben-
den Gleichungen weiter zu vereinfachen, sollen deshallxleure Schwingungen um die Gleich-

gewichtslage zugelassen werden. Dies entspricht der Ane@ah

81A2bA10 #0 (3.15)

d. h. die Spur der mit parametrisierten Kurve ist rechtseindeffiqourch die Rechtseindeutigkeit

MA MA
lasst sich der Anteil¢ ,; durch den Anteil ¢ ,, ausdriicken. Die neu eingefuihrte Funktion
beschreibt diese Abhangigkeit

MA MA

¢ 11(t,s) = alt, ¢q9(t,s)) - (3.16)

Mithilfe der KettenregéP wird aus Gl. (3.13)

MA 2 MA MA 1 15) e
(ao ) 10) O+ 20y ¢ 100,011 + O3t + OF ¢ 100, — ;al N#Amala = f
a1 d) 1
2
(3.20)
und schlie3lich mit den GIn. (3.12) und (3.14)
MA 2 5 - MA _ 5 - 2J\/IA _
(80 ) 10) KU+ 20y ¢ 100,010+ Oyu+ 05 ¢ 150,u+ . ..
(5.
N 1 10) ~ MA ~
- ;Tﬁfu — 35 ¢ o= f (3.21)
2
2
bzw.
MA 2
ma \ 2 (81¢10> . MA ) .
(80 0] 10) - ;T Ku+20y ¢ 100,0,u+ Oqu = f . (3.22)
o,
2
85 Anschaulich bedeutet dies, dass die Saite niemals einetiegainkely von 90° erreichen soll.
66 Die einzelnen Ersetzungen lauten hierbei
31/\:1;11(157 s) = 0 u(t, /\g‘m(t’ 3))31/\;;10(157 s) (3.17)
00 & 11(t:) = 0,0(t, 6 10(t:5)0 6 10(ts5) + yilt, 6 10(t5)) (3.18)

MA MA MA MA MA

2
6 1 (ts) = B2(t, 6 1ot ) (ao s w<t,s>) 2000yt B ot )0 6 10(t25) T - .

9~ MA ~ MA 2M.A
o+ Ogu(t, ¢ q0(ts)) +Ovalt, ¢ 1o(t, )0 ¢ 10(ts) - (3.19)
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A
Da die Koeffizienten der Bewegungsgleichung immer noch \ﬂrrBdawegungsabbildunAa) ab-
hangef’, wird weiter vereinfachend angenommen, dass der Anstiégund die Geschwindig-

A
keit aOA% 10 ausreichend klein sind und dass gilt
MA .
Tx.A

Aus diesen Annahmen folgt fur eine hinreichend kleine Sdédnung, dass fur die Normalkraft
gilt

N(t,s) =~ €(0,s) = Ny , (3.24)

vorausgesetzt die Funktio# ist stetig an der Stelle = 0. Das Verschiebungsfeld, das diese
Annahmen erfiillt, wird mif% benannt. Dies bedeutet fiir die Darstellung in Abb. 3.1, dass

Ursprung der Koordinater und z, zusammenfallen und die Verschiebu?%ﬁ nur einen Anteil
in z1-Richtung besitzt. Um den approximativen Charakter dergefandenen partiellen Differen-

tialgleichung zu unterstreichen, wird sie fur das Versbhilgsfeld%f formuliert
2 202\ MA ; 2 No

wobei die Grof3e als Wellenausbreitungsgeschwindigkeit bezeichnet vidrd.resultierende Be-
wegungsgleichung ist die inhomogene eindimensionaleéigléichung, welche noch um die
Anfangs- und Randbedingungen zu erganzen ist.

67 Neben der offenkundigen expliziten ist eine implizite Abgigkeit in den Argumenten der Normalkraftfunktish
vorhanden.
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3.2 Modellbeschreibungen

Als erstes Beispiel eines eindimensionalen Kontinuumsmciitmateriellen Randbedingungen
soll eine raumlich fixierte, gespannte Saite betrachtetlareriber die zwei Lager mit konstan-
tem Abstand in zy-Richtung mit einer beliebigen Fihrungsgeschwindigkeiiewegt werden
(s. Abb. 3.3). Da sich die Saite in Langsrichtung nicht bewegnn die Vorspannungy, fir klei-

ne Auslenkungen als konstant angenommen werden und diei@tlat&oordinates fallt mit der
raumlichen Koordinate, zusammen (vgl. Abschnitt 3.1).

Das Anfangswert-Randwert-Problem wird neben der Bewesgieghung (3.25) der Saite durch
die Anfangsbedingungen firr die transversale Verschief\ﬁzfngld die transversale Verschiebungs-
geschwindigkei@oA&A sowie die homogenen nichtmateriellen Randbedinguifgmbildet

(92 — 2024 =0 (3.26)
/\ 0T, 8) = we(s) (3.27)
s€[0,0]

/\ aO%A(OJF, s) =wu(s) (3.28)
s€[0,0]
A v =0, (3.29)
teR >
A W vey+n=o0 (3.30)
t€R > ¢
mit A\ V(D)= /v(f) . (3.31)
teR >0 #e[0,1]

Dabei wird der Bewegungsbeginn zum Zeitpuhkt 0 gewahlt, so dasg(0) = 0 gilt. Der nicht-
materielle Charakter der Randbedingungen besteht in delibéingigkeit des Ortes der jeweili-
gen Randbedingung. In den Abschnitten 3.3 bzw. 3.4 werdesnnhgen dieses Problems mithilfe
eines Integrationsansatzes bzw. eines Separationsessatgestellt.

aa v(t)
U —
Ny T_fo Ny
S
# # #
V(t) z

Abbildung 3.3: Modell einer axial festen Saite mit#Richtung bewegten Lagerungsbedingungen
(vgl. [ZwIERS 2007, S. 27])

Das zweite Beispiel eines unbewegten eindimensionalerifiaums, Gber das nichtmaterielle
Randbedingungen bewegt werden, ist eine raumlich fixieaie $it zwei Randbedingungen, de-
ren Abstand zeitlich veranderlich ist (s. Abb. 3.4).

68 |m Rahmen dieser Arbeit werden stets homogene Randbedjegiangenommen. Wie sich inhomogene Randbe-
dingungen in homogene uberfithren lassen, kann u.aGHdORN & DASGUPTA 2007, S. 57] enthommen wer-
den. Fur nichtmaterielle Randbedingungen funktioniers dinalog, wie in Abschnitt B.1 erklart wird.
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o o(t)
NO T—EO - NO
e%f\% e
— 77
y S Y Y
A A A
lo V()
/|V /|V

I(t)

Abbildung 3.4: Modell einer axial festen Saite mit einer emiegten und einer ig-Richtung be-
wegten Lagerungsbedingung

Neben den Anfangsbedingungen des bereits beschriebenspied® aus den GIn. (3.27)
und (3.28) werden hierzu eine unbewegte, materielle Ratdgeng und eine bewegte, nicht-
materielle Randbedingung vorgegeben

(02— =0 (3.32)

/\ S0, s) = u(s) (3.33)
s€10,lo]

/\ 30%A(0+, s) =uq(s) (3.34)
s€10,lo]

AN o) =0, (3.35)
teR > ¢

N i) =0, (3.36)
teR > g

mit AUt =1+ /v(%):zo+V(t) . (3.37)

teRk>o0 te[0,4]

Hierbei bezeichnet die Funktiohden zeitlich veranderlichen Abstand der Randbedingungen,
und [, ist der Abstand der Randbedingungen zum Beginn der BewedRieges Anfangswert-
Randwert-Problem wird in Abschnitt 3.5 mithilfe eines gitationsansatzes gelost.
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3.3 Integrationsansatz fur einen konstanten Abstand der Radbedingungen
3.3.1 Transformation der Bewegungsgleichung

Um die Zeitabhangigkeit in der Beschreibung des Ortes adrtmiateriellen Randbedingungen zu
eliminieren, ist es sinnvoll, die Bewegungsgleichung sdransformieren, dass die Randbedin-
gungen einen materiellen Charakter erhalten. Dazu dierfbdbstitution

t=t , n=s-V(t) , (3.38)

welche in Operatornotation kurz durch die Translation

MA MA MA MA
W = TOVme) U & U = T0,-V(mg)) W (3.39)

geschrieben werden kaftiMit der Kettenregel fuir Funktionen mit mehreren Veranadwin folgt
fur die Bewegungsgleichung (3.32)

(82 — 20(mg)d, 8 — (8yv) (mp)d; + (v(mg)? — 2) &) W =0 (3.43)

was in ahnlicher Form u. a. auch in [RBNKER 1960, S. 37] zu finden igf. Sie besitzt nun die
scheinbar materiellen Randbedingungen

MA

W (t,0)=0 und W (1) =0 (3.47)

ohne Zeitabhangigkeit in der Position.
3.3.2 LoOsungsansatz in Operatornotation

In diesem Abschnitt wird das unter 3.3.1 hergeleitete Ag$avert-Randwert-Problem fir eine be-
liebige FUihrungsgeschwindigkeitder Randbedingungen analytisch geldst. Dazu wird die eecht
Seite der Bewegungsgleichung zunachst um die beliebigktioary € Abb(R x R, R) erganzt

(92 — 20(mp)d,8, — (8yv) (), + (v(mp)? — ) ) W' =7 . (3.48)

69 Hierbei symbolisiert der Multiplikationsoperator die Multiplikation mit dem Argument, d. h.

/\ (m; o h) (o, @1, ..., Tn-1) = h (o, T1,y ..oy Tpno1) - (3.40)
1€EN,

Demnach ist (m;) als
h(m;) = h (m; oid (zo,71,...,2n-1)) = h (z;) (3.41)
zu verstehen. AuRerdem beschreibt der Operatine Translation

T(kokyokin—1) P (20, T15 ooy Zn1) = R (20 + ko, 1 + K1, 21 + K1) (3.42)

0 Die einzelnen Ersetzungen lauten hierbei

MA MA
0, (T(o,_V(mO)) w) = T(0,—V (mo)) (31 w) : (3.44)
% (T(o,—vono))%A) = T(0,~V (mo)) (30%4 - U(In())al%A> , (3.45)

63 (T(()yfv(mo))/\ﬁ}A) = T((]},V(mo)) (U(mo)Qa%/\’fUA — 2’1)(1110)6180/\1/;4 + 83/\14154 — 801}(1110)81/\1/;4)

(3.46)
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Diese Gleichung beschreibt eine in Langsrichtung runfiste Saite mit in Langsrichtung be-
wegten Randbedingungen. Unter Ausnutzung der Produktrege

(0o — v(m0)81)2 = (0p — v(mp)d;) (9 — v(mo)0;) (3.49)
= 0y — 0y (v(m)d;) — v(mg)d; 8y + v(me)0; (v(m);) (3.50)
= 35 — 20(mg)9y0; — (Oyv) (m)d; + v(my)*d; (3.51)

und der Binomischen Formel (fir Differentialoperatorgigdt sich diese Gleichung auch als

((30 - v(m0)81)2 - (081)2)
(0 — (—c+v(mo)) 0y) (G, — (¢ + v(mog)) 0y)

7 (3.52)
=3 (3.53)

MA
w
MA
w

schreiben. Ganz formal besteht die Losung in der Invertigdes angegebenen Differentialopera-
tors, d. h. sie hat die Form

MA

w = (9, — (c+v(mg)) ) " (8, — (—c+v(mg)) )" . (3.54)
Es genugt also, allgemein den Operator

0y — a (mg) 0, (3.55)
zu invertieren, da sich der gesuchte Losungsoperator agsmi mit

a (mg) = tc + v(my) (3.56)
kombinieren l&sst. Zunachst wird also die Transportglaich

(8, — a(me)d,)w=h mit he Abb(R x R, R) (3.57)
geldst. Dazu sei neben der differenzierbaren Funkiianch eine Funktiom

A(t) = / a(t) (3.58)

t€[0,2]

definiert. Dann gilt fur diese Funktion

OhA (mp) = a(mp) . (3.59)
Desweiteren sei zunachst eine nicht ndher spezifiziertktleumA betrachtet

H:RxR — R . (3.60)

Fur diese Funktion folgt mit der Kettenregel fur Funktiomeih mehreren Veranderlichen

Oy ((t,r) — H(t,r + A(t))) = (t,r) — (0,H + a(mo)0, H) (t,7 + A(t)) (3.61)

O, ((t,r) — H(t,r + A(t))) = (t,r) — (0, H) (t,r + A(t)) (3.62)
bzw. kurz in Operatornotation

o (700,40m0) H) = T(0,4(mo)) (O H + a(mo)d, H) (3.63)

8, (T(0.4mon H) = T(0.4mp)) (B, H) . (3.64)
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Damit gilt
((30 — a(mo)(?l) (T(O7A(m0))H) = 7_(07A(m0)) (30H) . (365)

Der Vergleich mit Gl. (3.57) zeigt, dasg am,))H eine Losung von Gl. (3.57) ist, wenn

E == T(07A(m0)) (80H) (366)
angesetzt wird. Eine formale L6sung gelingt demnach, indem

(O H) (t,7) = h(t,r — At)) <  OH = 70— amoph (3.67)

geldst wird, d. h. es gift
H(t.r) = 3" (To-atmoh ) = / W(Er— AT) . (3.68)

Mit der Ricksubstitution folgt

w(t,r) = H(t,r + A(t)) (3.69)
= [ BT = A®) + A®) = (Toam ' (Tocamyh)) 1) (@70)
tel0,t]

als Losung von Gl. (3.57). Da der ZeitableitungsoperatoAllgemeinen nicht beschrankt inver-
tierbar ist, wird im Folgenden die verallgemeinerte Zdeg#hng verwendet, die auf dem gewich-
teten HLBERT-Raum H,,, definiert ist (s. Abschnitt B.2¥ Mithilfe einer Abschatzung lasst sich
zeigen, dass die gefundene Zwischenlésung auch im gewsoRaum/,  liegt

N

o 1 2
= — : 3.71
lell,o* = 5 2], (3.71)
Alternativ zur Herleitung dieser Abschatzung (s. AbsdhBiB) lassen sich die Stetigkeitseigen-
schaften der Losung auch an den zur Lésung verwendeten iOp@Taeigen. Fir eine passend
definierte Funktionf folgt aus der Translationsinvarianz des Integrals die Slegionsinvarianz

der Norm

ol = [ [ 19,75+ ATl expl(-2075) @.72)
ToeER 71€R

= [ [ s ee-2m) = 11" - @73
ToeER z1eER

Fur die Norm der verallgemeinerten Zeitableitung lasst sic

|
1657 ll,.0” = 51 F1o” (3.74)

1 Abweichend von der Definition gemaR Gl. (B.77) kann wegerR > , die untere Grenze des Integrationsbereiches
im Folgenden auch zu null gewéhlt werden.

2Neben der Invertierbarkeit fir # 0 ist der verallgemeinerte Zeitableitungsoperator norm@jgerator, der sich
durch LapLACE- und FOURIER-Transformation spektral zerlegen lasst. Letzteres heteWe bei der Suche nach
einer Lésungstheorie (s. hierzu auchgdRRD & M CGHEE2011]).
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finden (s. Abschnitt B.2), und aus der Beschranktheit deveedeten Operatoren folgt die Be-
schranktheit der Verknupfung dieser Operatoren. Damitlledie gefundene Lésung des Hilfs-
problems die Anforderungen an eine sinnvolle Losung.

Mit den Annahmen zu Beginn dieses Abschnittes und der Uppenig

A(t) = / (e + o(F)) = et + V(1) (3.75)

te[0,t]

folgt nun fur’w' die Losung

MA —1

w = T(O,cmo—l—V(mo))ao (7—(0,—cmo—V(mo))T(O,—cmo—l—\/(mo))a(]i1 (T(O,cmo—V(mg))g)) (376)

= T(075m0+V(mo))aal (T(o,—2cmo)361 (T(o,cmo_V(mo))ﬁ)) ) (3.77)
die auf dem GebigfR -, x R) guiltig ist. Diese Losung lasst sich auch in die Integraleditsng’

/ / (Ls—V(E)+V®) +c(t—F)+c(t—1)) (3.83)

te(0,t] #e€[o,]
Uberfuhren und gilt fir die zu Beginn dieses Abschnittegeiahrte allgemeine rechte Seite

Analog zu dem fir die transformierte Bewegungsgleichung3Bbeschriebenen Vorgehen kann
auch ein Losungsansatz fir die Ausgangsgleichung (3.26hden werden. Er lautet in Operator-
notation

0 = 100D (70, -2em0) 9 ' (T(0,m ) (3.84)
und in Integraldarstellung

/ / (Fste(i-T)te(t—1) (3.85)

ielo,t] te

wobei die Funktiong eine zun&chst nicht ndher spezifizierte rechte Seite deregaewgsglei-
chung (3.26) bezeichnet. In einem weiteren Schritt werdenmithilfe einer néher spezifizierten
Funktiong die Anfangsbedingungen in die Losung eingearbeitet.

73 Die Zwischenschritte lauten hierbei

%A(tvs) = T(O,crno—&-V(rnu))a(; (T(O 201110)00 ( (t s+ ct — V(t)))) (378)
= T(O,(11110+V(n10))aal (7—(0,2(11110) / ﬁ( t:7 s+ cg* V(t))) (379)
telo,t]
= T(0,emo+V (m0)) %o ' ( / g(t,s+ct—V(F) - 2ct>) (3.80)
t€[0,1]
= 7'(0 emo+V (mg)) / / 1? s + Ct 1?) — QCE) (381)
tc[o,t] te]
= / / (t,s+ct—V(t) =2 +ct+V(t) . (3.82)

€lo,t] te[0,E]
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3.3.3 Einarbeiten der Anfangsbedingungen

In Abschnitt 3.3.2 wird ein Lésungsansatz fur die Beweggigshung der Saite angegeben, der
auf der Einfuhrung einer nicht ndher erklarten rechteneSeitir diese Gleichung beruht. Da die
Differentialgleichung des Ausgangsproblems homogemisss fur die Einarbeitung der Anfangs-
bedingungen eine Funktigngewahlt werden, die zum Startzeitpunkt 0 die Anfangsbedingun-
gen in den Losungsansatz Uberfiihrt und fiir alle andereputdite verschwindet. Dazu wird im
Folgenden die IRAC-Distribution verwendet?

Zunachst werden gegebene Anfangsverschiebungen in demg$msnsatz eingearbeitet. Wenn die
Funktion der rechten Seffeals

g(t,s) = (0,0 @ ug) (t,8) = Jyd(t)up(s) (3.86)

und der Beginn der Bewegung zum Zeitpunkt= 0 gewahlt wird®, so folgt furr die analytische
Lésung

Nt s) = / / (8,0 @ uo) (£, 5+ — 2¢t + ct) (3.87)
te(0,t] €0,
= / (6 @ ug) (t,s+ ct — 20%+Ct)}§:g+"'
tel0,t]
co— / Y& o () Oguo(s + ¢t — 2ct + ct)c}fzo (3.88)
tel0,t]
= / (0 @ug) (t,s+ct—ct) —c / Oguo(s — 2¢t + ct) (3.89)
te(0,t] te(0,t]
= | up(s+ct) —c / Oyuo(s — 2¢t + ct) : (3.90)
te(0,t]
Mit der Substitutior’
. L.
o(3) = ~35 (§—s—ct) (3.91)
¢ (t)=5—2ct +ct (3.92)
. 1
900(5) = - (3.93)

74 Bei Gleichungsumstellungen wird z. T. auf die Hilfsrechgen zur DRAC-Distribution in Abschnitt B.4 zuriick-
gegriffen.

5 Dabei geht das dyadische Produkt zwischen zwei skalagegrfrunktionen in die skalare Multiplikation tiber und
die Argumente werden den jeweiligen Funktionen in ihreii@afolge zugeordnet (s. Gl. (3.86)).

76 Aus der Wahl dieses Zeitpunktes folgt0) = 0.

T Hierbei bezeichnep~! die Umkehrfunktion vorp.
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ergibt sich schlieBlich fur allé, s) € (R x [0,1])

Wit = |unlste—c [ @uno6)(5)00(5) (3.94)
tee=1((0,¢])

= <u0(s +ct) + 2%uo(s —ct) — 2%uo(s + ct)) (3.95)

= % (uo(s + ct) +up(s —ct)) . (3.96)

als Losung fur gegebene Anfangsverschiebungennd eine beliebige Fuhrungsgeschwindig-
keit v.

Zur Untersuchung der Lésung flr eine gegebene Anfangdvietaangsgeschwindigkeit wird als
rechte Seite

g(t,s) = (d®@uy) (t,s) = 6(t)uy(s) (3.97)

gewahlt. Mit zu den vorherigen Uberlegungen analogen Amsahfolgt fiir die analytische L6-
sung

it s) = / / (6 @uy) (T, s+ ct — 2ct + ct) (3.98)
te[0,t] [0,
= / XR=,o(t) ul(s+cf—20f+ct)}::0 (3.99)
t€(0,t]
= / uy(s — 2ct +ct) . (3.100)
te(0,t]

Mit derselben Substitution wie bei der vorherigen Losungn(@3.91) bis (3.93)) und der glei-
chen Annahme bezuglich des Beginns der Bewegung ergibtdsichdsung fur alle(t,s) €
(RZO X [0,”) ZU

AL 5) = 21 (Ur(s +ct) — Ur(s — et)) (3.101)

2¢
wobei U; eine Stammfunktion vom; sei. Die Kombination der gefundenen Losungsansatze fur

gegebene Anfangsverschiebungen und gegebene Anfangsedrsngsgeschwindigkeiten ergibt
den D’ALEMBERT-LOsungsansatz

1 1
Nt s) = 5 (uo(s + ct) + up(s —ct)) + 2% (Ui(s+ct) —Ui(s—ct)) (3.102)
der auch in [WVAGNER & M EINHOLD 1989, S. 60] beschrieben wird und fur alle
(ta S) € (RZO X [07”) (3103)

gultig ist.
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Mithilfe der fir ein beliebiges, aber festgs= R definierten Hilfsfunktionen

g(s) = % <u0(s) + % (Uy(s) — Ul(E))> , (3.104)
h(s) = 1 (uo<s> Lo - Um)) (3.105)

l&sst sich dieser allgemeine Ansatz auch zu
MA
u(t,s) =g(s+ct) + h(s —ct) (3.106)

umformulieren.

Die Anfangsbedingungen kénnen auch in den Lésungsansatzasesformierten Problems einge-
arbeitet werden. Mit der eingefiihrten Transformation aug&39) folgen fiir die Ubertragung
der Anfangswerte die Zusammenhénge

ug(s) =" (0%, 5) = W' (0%, s = V(0F)) =W (0, 5) = wo< ) (3.107)
ui(s) = 0,71 (0%, s) = (8 w —v(mgy)o, A) ) (3.108)
= 9,70 (0%, 5) — v(0)0,"w (0, 5) = wy(s) — v(0) (Dywo) () (3.109)

wobei die Funktionv; durch
wy(s) = "w(0",s) (3.110)

definiert ist. Mitl/; als Stammfunktion vom,; kann demzufolge der Lésungsansatz fur das trans-
formierte Problem als

550, 5) = 5 (wols + et + V(1) 4 wols — et + V(1)) +
+ % (Wh = v(0)wo) (s + ct + V(1)) — (W1 — v(0)wo) (s — ct + V(2)))
(3.111)
_C _zz(o)wo(s bt V() + +21;(0)w0(s — V() +
b o (Wls + et + V(1) — Wals — et + V(1)) (3.112)
angegeben werden. Wie die Uberpriifung
1507, 9) = g (s) + ) 4 L was) - Was) = wals)
(3.113)
0, (0%, ) = Sy (9) e +-00)) + g (9) (e - 0(0)) + .
g (w3(8) e+ 0(0)) = wr(s) (= + (0))) = wa(s) (3114)

zeigt, erflllt dieser Losungsansatz die Anfangsbedinguartgs transformierten Problems.
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Die unterschiedliche Vorgabe der Anfangsbedingungen didrAlusgangsproblem und das trans-
formierte Problem kann an Sonderfallen naher untersucideme Werden beispielsweise im Aus-
gangssystem die Anfangsbedingungen

%00, s) = u(s) und 8O%A(0+, s) =wuq(s):=0 (3.115)
vorgegeben, so entspricht dies im transformierten Syseyadg den Anfangsbedingungen
wo(s) =wup(s) und wq(s) :=v(0) (Jyuo) (s) - (3.116)

Demzufolge sind im transformierten System Anfangsvesmmgsgeschwindigkeiten vorzuge-
ben, obwohl selbige im Ausgangssystem verschwinden. Ugelgelentspricht die Vorgabe von
Anfangswerten mit verschwindenden Anfangsverschielbgegshwindigkeiten im transformier-
ten System

(0%, s) = we(s) und 80%A(0+, s) =wy(s) =0 (3.117)
gerade den Anfangsbedingungen
up(s) == wo(s) und wuy(s) = —v(0) (Jywo) (8) (3.118)

im Ausgangssystem. Fur verschwindende Anfangsverschgasustimmen die Anfangsbedingun-
gen fir das Ausgangssystem und das transformierte Systeraiiib

3.3.4 Einarbeiten der Randbedingungen

Nachdem der allgemeine Losungsansatz aus Abschnitt 3rBdarauffolgenden Abschnitt 3.3.3
mithilfe der Anfangsbedingungen eingeschréankt wurded sum noch die Randbedingungen ein-
zuarbeiten. Ausgangspunkt hierfur ist der Ansatz nach35106). Wie sich an den Argumenten
der Funktionery bzw. h ablesen lasst, sind diese Uber das Gebiéi hinaus fortzusetzen. Mit-
hilfe der Fortsetzungef bzw. i der Funktionery bzw.  lautet der Ansatz dementspreché&hd

Nt s) =g(s+ct) + h(s —ct) . (3.120)

Fir die Randbedingungen aus den Gin. (3.29) und (3.30) d@ginach

N TV +ct)+h(V(E)—ct) =0 , (3.121)
N V@) +et+ D)+ R(V(E)—ct+1)=0 . (3.122)

Nun werden die Hilfsfunktionen.

’f'iiRzo — bi:{S€R|:|:SZO}
t = re(t) =V(t)L£ct (3.123)

78 Wie sich durch Einsetzen zeigen lasst, erfilllt auch diedetzting des Ansatzes nach Gl. (3.106) die homogene
Differentialgleichung (3.26). Darliber hinaus werden wege

N\ 9(s):=g(s) und /\ h(s) = h(s) (3.119)

s€[0,1] s€0,1]

auch die Anfangsbedingungen erfullt.
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und ihre Umkehrfunktionen;*

T:T:l : b:t — RZO (3124)
definiert. Fur die Invertierung der Funktionen muss dabei die Bedingung
A @) <c (3.125)
tGRZO

erfullt werden. Demnach entstehen aus Gl. (3.121) miteid=dinktionen.. die Ausdriicke

/\ g(s) = —h(s —2cri'(s)) < g=—hor_ory' , (3.126)
seby
/\ h(s) = —g(s+2cr~'(s)) & h=—-gor or b . (3.127)

seb_
Durch Einsetzen dieser Bedingungen in Gl. (3.120) wird
/\ /\ At s) = g(s+ct) —g(s—ct+2cr(s—ct)) ,(s—ct) €by
" h(s —ct) = h(s+ct + 2erT (s + b)) (s +ct) € b
(3.128)

teR > s€[0,l]

erhalten’® Mit GI. (3.122) werden daraus Bedingungen fir die Fortssgader Funktiory

A A GV () £ et +1) =g(V(t) — et +1+2er= (V(t) — et + 1)
tER >0 (V(t)—ct+l)eb_

(3.129)
bzw. der Funktior

A A R(V(t) —ct +1) = R(V(t) + ct + 1+ 27 (V () + et + 1))
teR > (V(t)+ct+l)eby

(3.130)

Mithilfe der HilfsfunktionenRR ..
Ri:RZO — Bi:{S€R|i52l}
t = Ri(t)=ri(t)+1=V(t)Lct+1 (3.131)
und ihrer Umkehrfunktionen
R;l : Bi — RZO
s = Ri'(s)=ri'(s—1) (3.132)
kénnen diese Bedingungen auch als

A A G(R. (1)) = G(R.(t) — 2¢t + 2er~ (R4 (t) — 2ct)) (3.133)

teER >0 (R4 (t)—2ct)eb_

A A R(R_(t)) = R(R_(t) + 2ct + 2cr7 (R_(t) + 2ct)) (3.134)

teR >0 (R_ (t)+2ct)€b+

79 Dabei ist nicht ohne weiteres davon auszugehen, dass dieBameiche, auf denen diese Funktion definiert ist
disjunkt sind.
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geschrieben werden. Daraus folgen schliel3lich die Aug@riic

/\ /\ G(s) = G(s + Ly(s)) :=g(s — 2¢R;'(s) + 2er=' (s — 2¢R;'(s))
s€B+ (s—2cR7'(s))eb-
(3.135)
bzw.
/\ /\ h(s) = h(s+ Lp(s)) = h(s + 2cR-"(s) — 2cr (s + 2¢RZ(s))
SEB— (s+2cR71(s))€by
(3.136)

als Fortsetzungsbedingungen fir die Funktiopdszw. h. Die Gesamtlésung ist demnach durch
den Ansatz gemalf Gl. (3.128) und die Bedingungen nach der{Z1r35) und (3.136) festgelegt.

Ein besonders anschaulicher Fall der Fortsetzung entsteht die Grof3er, und L, Konstanten
sind, denn dann sind die Funktiongrbzw. i periodische Funktionen und,| bzw. |L,| die
zugehorigen Perioden. Gleichbedeutend fiir die gefordatmdizitat vory ist die Bedingung

OyLy =0 (3.137)
die sich nach kurzer Rechnung in den Ausdruck
v=vor_toR_ (3.138)

umformen lasst. Damit kann die Funktion nur dann periodisch fortgesetzt werden, wenn
v = const. odet = 0 gefordert wird® Fiir den Sonderfall einer konstanten Fiihrungsgeschwindig-
keit wird im folgenden Abschnitt die periodische Fortseigder Hilfsfunktionery undh erlautert.

Der Falll = 0 ist aus mechanischer Sicht nicht sinnvoll.

Sonderfall einer positiven, konstanten Filhrungsgeschwufigkeit

Im Fall v := const. > 0 vereinfachen sich die im vorherigen Abschnitt abgelertetevischen-
schritte der analytischen LosufigUnter anderem konnen die Hilfsfunktionen

ry:Rsg — be={seR | £s>0}
t — re(t)=(vxo)t (3.139)

und deren Umkehrfunktionerr;1

—1
T :bi — RZO
S

(s) = 3.140
s = rEl(e) = —— (3.140)
konkretisiert werden. Mit der Abkulrzung
ai= " (3.141)
c+v

80 Fiir die periodische Fortsetzung der Funkttokann die gleiche Aussage gefunden werden.
81 Fiir eine negative, konstante Fiihrungsgeschwindigkesbeny sich analoge Uberlegungen.
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lauten insbesondere die GIn. (3.126) und (3.127)
S

/\ g(s) = —h(s — 201} " c) = —h(—as) (3.142)
A B =70 +2e") = ~5(~s) (3.143)
sowie aie GIn. (3.135) und (3.136)
/\ g(s) =9g(s+Ly) =79(s — . 2+Cvl) : (3.144)
s>2c¢/(c—v)
— - — 2
S/<\l A(s) = Rls + Ln) = hs + - _Cvz) . (3.145)

Damit ist die jeweilige Fortsetzung der Funktioneandh festgelegt und die Verschiebungsfunk-
tion kann fir eine positive, konstante Fihrungsgeschwkuit als

Ut s) = gs + ct) + h(s — ct) (3.146)
angegeben werden. Hierbei lauten die Funktiopend i
( 1 1
g(s) = 5“0(3) + %Ul(s) ;s €10,1]
gls) = { ~He9) e blbl) (3.147)
g(s = |Lg|) ;5 > | Ly

| (9gf. mehrfach auszufuhren)

(h(s) = %uo(s) _ %Ul(s) se0,1]
Rsy= | 9 se= L0 (3148)
R(s + |Ln]) ;s < (1= [Ln])

| (9gf. mehrfach auszufihren)

Demnach werden die Funktiongrbzw. i fir alle s > 0 bzw. fur alles < [ periodisch fortge-
setzt®?

An dem Sonderfall einer positiven, konstanten Fihrungsgesdigkeit Iasst sich die periodische
Fortsetzung der Anfangswerte besonders gut veranschaalis. Abb. 3.5). Wie sich erkennen
lasst, ist die Periodgl,| der Funktiong abhéngig von der konstanten Fuhrungsgeschwindigkeit
und betragsmalfdig groRer oder gleich dem doppelten Abstarichder, welches der Periodenlange
fur eine verschwindende Fuhrungsgeschwindigkeit erdisprDie PeriodgL;| der Funktionh
hingegen liegt betragsmaliig zwischen dem einfachen undidepelten Lagerabstand.

Die Gesamtlosung aus Teilfunktionen auf ahnliche Weisarmmusenzusetzen wurde bereits in
[SKuTscH 1897] als grafisches Verfahren und in [RANKER 1960] verbal angegeben. Mit den
in diesem Abschnitt angegebenen Gleichungen gelingt eraktd Losung.

82 Es sei bemerkt, dass die angegebene Fortsetzung lickshl@ses betrifft insbesondere die Bereiche, in denen
die Funktiong durch die Funktiork ausgedriickt ist und umgekehrt.
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9,9, b, h |

h g =h= suo

AN /N
SN WZAN N
T ™ P T
' \\\II \.\~\-/'/' g

Abbildung 3.5: Periodische Fortsetzung der Funktiopandh Gber die auf dem Intervald, [| ge-
gebenen Anfangswertg hinaus fur den Fall verschwindender Anfangsverschie-
bungsgeschwindigkeitem{ = 0)

Sonderfall einer verschwindenden Fiuhrungsgeschwindigke

Im Fall einer verschwindenden Fuhrungsgeschwindigk&ann eine analytische Losung gemali
der GIn. (3.146), (3.147) und (3.148) fir= 0 unda = 1 angegeben werden. Als Lésung ergibt
sich die zu erwartende klassische Lésung nach IEMBERT

Nt s) = % (g (s 4 ct) — g (— (s — b)) + 2% (Ti(s+ct) =T (— (s —ct)) (3.149)

mit der2(-periodischen Fortsetzung der Anfangswerte

_ . Uo(S) , S — 2kl € [O, l]
Uo(s) = { Cup(—s) L s—2kle [1.0) (kezZ) , (3.150)
—, ) Ui(s) ,s— 2kl € ]0,1]
U,(s) = { U e_omcltg ®€D (3.151)

Wie sich ablesen lasst, werden demnach in dem dargest8hitederfall die Funktionen, undu,
ungerade fortgesetzt.

3.3.5 Numerische Umsetzung

Die im vorherigen Abschnitt hergeleitete analytische Liggist zur Auswertung und zur Durch-
fuhrung von Parameterstudien als Computerprogramm urtzarseCharakteristisch fur die Lo-
sung nach dem Integrationsansatz ist die Zusammensetarmigbdung aus den Hilfsfunktio-
nenV, U, ry, Ly, Ly, g undh. Das Berechnungsschema in Abb. 3.6 gibt diesen Sachverihlt
die Zusammenstellung der Losung wieder. Im Rahmen diedegidwurden alle im Folgenden
dargestellten Losungen objektorientiert mithilfe deriflaprache PTHON implementiert.

Nach der Instanziierung der Losungsklasse unter Vorgabmgeischer und materieller Parame-
ter wird die Losungsklasse initialisiert. Dabei werder akit- und ortsunabh&ngigen Hilfsgrof3en
und -funktionen ermittelt. Im Anschluss daran wird die Lguir einen vorgegebenen Zeit- und
Ortsbereich berechnet. In jedem Zeitschrittird dafiir zun&achst unter Zuhilfenahme der Funkti-
on der Fuhrungsgeschwindigkeiper numerischer Integration der von den Lagern zurlckggeleg
WegV bestimmt. Anschlieend wird im Fall einer vorgegebenerafAgéverschiebungsgeschwin-
digkeitsfunktion die zugehdrige Funktiédn ermittelt.

Nach der numerischen Invertierung der Hilfsfunktiomenundr_ kann die Fortsetzung der An-
fangsbedingungen zusammengestellt werden. Abschliefieddie Losungsfunktion fir diskrete
Orte in jedem Zeitschritt berechnet und ausgegeben.
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Insgesamt ist die Berechnung aus numerischer Sicht infildgeahlreichen numerischen Integra-
tionen als relativ aufwendig anzusehen. DarlUber hinawberysich ggf. numerische Instabilitaten
durch die numerische Invertierung der Hilfsfunktionenundr_.

Eingabet, u;, v —>| Numerische Integration @@

Y
Numerische Invertierung @ @
L]
Eingabeuy, s »| Fortsetzung @ @
Y
Ausgabe’i'(s)

Abbildung 3.6: Schema der numerischen Umsetzung der Lositbgls Integrationsansatz

Eine Mdglichkeit zur Verringerung der Berechnungsdauevaes allem bei der numerischen In-
tegration zu sehen. Bei der Vorgabe passender Funktionehdrse deshalb vom vorgestellten
Programm mit symbolischen Operationen innerhalb des Bnogipaketes 8 Py umgesetzt. Ei-
ne weitere Verbesserung stellt die Verwendung sogenaiMdprFunktionen dar. Dabei wird der
bendtigte Definitionsbereich der Hilfsfunktionen (untemd Einfluss von/(t)) abgeschatzt, in
der Initialisierungsphase fur bestimmte Zeitschrittesiobnet und in einem Feld (der sogenannte
Map) abgespeichert. In jedem Zeitschritt werden nachfadgke benétigten Werte aus dem vorher
bestimmten Definitionsbereich der Hilfsfunktion interid.

3.3.6 Auswertung

Mit der numerischen Implementierung der analytischen b@sksst sich das charakteristische
Verhalten von eindimensionalen Systemen mit nichtmdten&andbedingungen am Beispiel der
axial unbewegten Saite mit axial bewegten Randbedingufigererschiedene Eingangsparameter
untersuchen. Dazu wird die auf die jeweilige Amplitudeezogene transversale Verschiebung der
Saite’ti im Folgenden tber die normierte Zejt({/c) und die normierte materielle Koordinaté/
aufgetragen (s. Abb. 3.7). Um trotz der Normierung die Gndk@nung der Parameter abschétzen
zu konnen, sei die Wellenausbreitungsgeschwindigkedifii’-Saite einer Gitarre (der freien Sai-
tenlangd = 55 cm) mithilfe der auf RyLOR zuriickgehenden Formel (s.4880 1987, S. 324])

1 /N,
-t = (3.152)

und der Definition vor: angegeben

m
c=21f=2-55cm 440Hz = 484 . (3.153)

Zunéchst wird das Losungsverhalten fir eine konstanteungisigeschwindigkeit und verschiede-
ne Anfangsverschiebungsfunktionen und Anfangsversonigggeschwindigkeitsfunktionen ana-
lysiert. Dazu werden einerseits die differenzierbare Sumktion

uo(s) == usin(r-) (3.154)
ui(s) =0 (3.155)
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und andererseits die nicht (streng) differenzierbaredgfesfunktion

20> s €0,1/2]

l S
{ 21 <1— Z> s € (1/2,1]
ui(s) =0 (3.157)

ug(s) = (3.156)

als Anfangsverschiebungsfunktionen vorgegeben. Diel#uggen Losungsverlaufe sind in den
Abb. 3.7 bzw. 3.8(a) dargestellt. Fur den Zeitpunkt 0 kann in Abb. 3.7(a) die sinusférmige
Funktion der Anfangsverschiebung abgelesen werden.

Fur beide Beispiele betragt der Lagerabstanohd es wird der Herleitung folgend eine kleine
Amplitude angenommeri (< 7). Auf3erdem wird die Fihrungsgeschwindigkeitsfunktion zu

v(t) = 0,25¢ (3.158)

gewahlt. Demnach betragt die Fihrungsgeschwindigkegtrimab des gewahlten Zeitintervalls
[0, 4]1/c konstan®5 Prozent der WellenausbreitungsgeschwindigkaiYegen der axial bewegten
Randbedingungen sind die Ergebnisse im Bereieh|0, 2]/ dargestellt (s. Abb. 3.7).

Aus der Normierung der Zeit I&sst sich eine Skalierung deubg mit der Wellenausbreitungsge-
schwindigkeitc ablesen. Insbesondere streckt eine kleine Wellenaushgsigeschwindigkeit die
Losung in Richtung der Zeitachse, wahrend sie durch einBegesWellenausbreitungsgeschwin-
digkeit gestaucht wird. Insgesamt ist der Losungsverlauwfar Zeit aufgrund des harmonischen
Ansatzes in der analytischen L6sung periodisch und die Autdd bleibt Gber die Zeit konstant,
da Dampfungseffekte im Modell nicht berticksichtigt wurden

Die nichtmateriellen Randbedingungen kénnen in den zwedsionalen Projektionen der
Abb. 3.7(b) und 3.8(a) untersucht werden. In diesen Dausigén sind Trajektorien der sich be-
wegenden Lager mit dickeren, schwarzen Linien hervorgehoba die Fihrungsgeschwindig-
keitsfunktion konstant ist, folgen die Trajektorien dergea mit der Definition gemaf Gl. (3.31)
der linearen Funktiofy

C
V(t) = 0,251 <Zt> . (3.159)
Dementsprechend ergében sich fur den Fall des einfuhréBeispiels (vgl. Abb. 1.4(a)) ebenfalls
Geradengleichungen fir die Trajektorien.

Ein weiteres Beispiel ist durch den Lésungsverlauf von ABR(b) gegeben. Dieser entsteht
durch verschwindende Anfangsverschiebungen und nicteén@} differenzierbare Anfangsver-
schiebungsgeschwindigkeiten (Dreiecksfunktion)

up(s) =0 , (3.160)

{ 2&? s €0,1/2]
2 S

2 (1 - 7) s e (1/2,1]

Analog den vorherigen Festlegungen ist dabalie als bekannt vorausgesetzte Amplitude der

Geschwindigkeitsfunktion. Damit die Darstellung auch airffe Amplitude der Verschiebungs-
funktion bezogen werden kann, findet folgender Zusammaeankarwendung

ooa
— = U=u—
) cm

(3.161)

CcTm

(3.162)

U=1u
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(a) dreidimensionale Darstellung
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(b) zweidimensionale Darstellung (Projektion). Die Tkaggien der sich bewe-
genden Lager sind durch schwarze Linien hervorgehoben.

Abbildung 3.7: Losung fur sinusformige Anfangsverschiaipsfunktion und verschwindende An-
fangsverschiebungsgeschwindigkeiten (konstante Figsgeschwindigkeitsfunk-
tion v)
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Im Vergleich zu den bereits diskutierten Losungsverlauseerwahnenswert, dass das Verschie-
bungsfeld der Losung trotz der Vorgabe einer nicht (strefiffi@renzierbaren Anfangsverschie-
bungsgeschwindigkeitsfunktion differenzierbar ist. Dist auf die Integration der Anfangsver-
schiebungsgeschwindigkeitsfunktidninnerhalb des Losungsprozesses zuriickzufiihren, welche
den vorausgesetzten abschnittsweise linearen Verlausdechwindigkeiten in einen abschnitts-
weise quadratischen Verlauf der Verschiebungen tberfihrt

DarlUber hinaus sei an dieser Stelle die in allen Losungiwih dieses Abschnittes auftreten-
de VergroRerung der Periodendauer der Saitenschwinglingest. Wie bereits in Abschnitt 1.3
angedeutet wurde, hangt diese VergrofRerung mit der Weisdmaitung innerhalb der Saite zu-
sammen. Die Periodendauer ist gerade der Zeitraum, denigrial ®endtigt, um sich nach der
Reflektion an beiden Randbedingungen wieder am Ausgangsdréfinden. Demnach setzt sie
sich aus zwei Anteilen zusammen. Zum einen ist dies die ader sich das Signal isrRichtung
bewegt

1

cC—Vv

T1:

l (3.164)

und zum anderen der Zeitraum fur die Bewegung in entgegetmesRichtung

1

T, =
2 c+v

. (3.165)

Insgesamt ergibt sich somit eine Periodendauer von

Ty —25 (3.166)

02 _ ’1}2
die fur eine Geschwindigkeit > 0 grol3er ist als die Periodendauer der klassischen Losurg))
2
Ta=-1 . (3.167)
C
Fir die Beispiele in diesem Abschnitt ergibt sich bei eing@mfengsgeschwindigkeit van= 0,25¢

insbesondere ein Wert von

321

T == A
"M 15¢ (3.168)

der auch in den Losungsverlaufen abgelesen werden kann.

83 Eine Stammfunktion zu der in Gl. (3.161) vorgegebenen Agamrschiebungsgeschwindigkeitsfunktion lautet

U— ,s€10,1/2]
Up(s) = ]( 32) wen (3.163)
20(s— =) ,se (/2,1
2
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(a) dreiecksférmige Anfangsverschiebungsfunktion undsatewvindende An-
fangsverschiebungsgeschwindigkeiten
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(b) verschwindende Anfangsverschiebungen und dreieokgjé Anfangsver-
schiebungsgeschwindigkeitsfunktion

Abbildung 3.8: Losung fur dreiecksformige Anfangsfunkigm (konstante Fiihrungsgeschwindig-
keitsfunktionv). Die Trajektorien der sich bewegenden Lager sind durctvacte
Linien hervorgehoben.
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3.4 Separationsansatz fur einen konstanten Abstand der Ralbedingungen

Ausgangspunkt sei das in Abschnitt 3.3.2 gewahlte Hilfsfanm, das in Gl. (3.57) formuliert ist.
Im Gegensatz zum Integralansatz in Abschnitt 3.3.2 wirdiasedt Stelle in Form eines Separati-
onsansatzes einelBRIER-Reihenentwicklung der Losung auf dem Intervall

I=10,1] (3.169)
gewahlt
w(t,s) =Y we(t)dr(s) = Y (we @ i) (£, 5) (3.170)
keZ keZ

Dabei sind die Eigenfunktionef), so zu wahlen, dass sie die Randbedingungen des gesteliten Pr
blems erfullen und eine HHBERT-Basis bilden (s. [KRNER& VON WAHL 2007, S. 361]). Aus
den Randbedingungen gemaR Gl. (3.47) folgen als Eigerituréd*

(Oez = (o relhgo) (3.174)

kEZ

Fur die FouRrIER-Koeffizientenfunktionenu, gilt folglich

wk(t) = <¢k,w(t, D))LQ(I) = /¢k(§)*w(t,§) . (3175)

sel

Wie sich durch Einsetzen dieses Ansatzes in Gl. (3.57)tédks lasst, erfulltv, dann die Diffe-
rentialgleichung

(60 — zk%a(mo)) wg =hr Mt a(mp) = +tc+ov(my) , (3.176)

wobeih,; analog gebildet wird

hio(t) = / ou(3)*h(t,3) . (3.177)

sel

84 Diese Eigenfunktionen gelten fiir die Randbedingungen du$3a!7), welche auch als geometrische Randbe-
dingungen bezeichnet werden, da die Verschiebung an dis#le verschwindet. Wird hingegen eine Rand-
bedingung fir eine Kraftgréf3e vorgegeben, so wird diesedRatingung dynamische Randbedingung genannt
(s. [HAGEDORN & DASGUPTA 2007, S. 4]). Neben der angegebenen Familie von Eigenfumdati seien dement-
sprechend noch

(@0)ies = (2 exp 252 T (3.171)
kEZ

fur die Randbedingungeh w (t,0) = 0 undw (¢,1) = 0 (dynamisch-geometrisch),

(Pk)pez = (»L = Zexp(ZQkQ+ ! ?@) (3.172)
keZ

fur die Randbedingungen (¢,0) = 0 undd,w (t,1) = 0 (geometrisch-dynamisch) sowie
™
((bk)kez = (x = eXp(ijx))k:GZ (3.173)

fur die Randbedingungeh w (t,0) = 0 undd,w (¢,1) = 0 (dynamisch-dynamisch) angegeben.



88 3 Axial unbewegte eindimensionale Kontinua mit nichtmialéan Randbedingungen

Die Losung dieser gewdhnlichen Differentialgleichung ikalurch Variation der Konstanten er-
mittelt werden. Es sei dazu der variable Koeffizient der &#dhtialgleichung mif, bezeichnet

fult) = zk?a(t) (3.178)

und F}, eine Stammfunktion vorf,

F.=0"fi . (3.179)
Dann kann basierend auf der Losung des homogenen ProbleAsskez

wi(t) = Ci(t) exp(F(t)) (3.180)

mit zeitabhangigen Funktionedy, verwendet werdef®. Wird dieser in Gl. (3.176) eingesetzt, so
folgen Bestimmungsgleichungen fir die Funktiodgnund damit die Funktione6’, selbst als

aoCk exp(Fk) = hk ~ Ok; = 80_1 (exp(—Fk)hk) . (3182)
Mit A als Stammfunktion zu folgen somit die BURIER-Koeffizientenfunktionenu, zu

wy, = ¢k (A(mo)) 9" (-1 (A(mo))hr) = Prama)Fo  (D-kmo) k) (3.183)

und die Losung des Hilfsproblems lautet

w = Z (PO (P—kamoyhr)) @ ¢ (3.184)

kEZ

in Operatornotation bzw.

w(t,s) =Y exp(zk?A(t)) / <exp(—zk§A(%))hk(z)) zexp(zk%) (3.185)

keZ #e[0,]

in einer ausfuhrlicheren Integraldarstellung.

Durch Einsetzen der Losung des Hilfsproblems in die fornaestellung der Gesamtlésung aus
Gl. (3.54) kann die L6sung des Ausgangsproblems zu

W=y ((ao kT (et o(mo))) (8 — kT (—e -+ v(mo)) gk) ©é  (3.186)

kEZ

(S
(ekcmo+kV(mo)aal (e—kcmo—k:V(mo)e—kcmo—&—k\/(mo)a()i1 (ekcmo—k\/(mo)gk))) & ¢k

keZ
(3.187)
= Z (ekcmo+k\/(mo)351 (672kcm03071 (ekcmo—kv(mo)gk))) ® Oy (3.188)
keZ
85 Fiir konstante Funktionef, erfilllt der gewéhlte Ansatz gerade die homogene Diffeatgiittichung
(9 — fr(mo))wr, =0 (3.181)

deshalb wird dieser Ansatz auch als Variation der Konstalnézeichnet.
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bestimmt werden. Dabei wird die Funktion der rechten Seitbilfe der Koeffizientenfunktionen

gr(t) = / or(3)"g(t,3) (3.189)

analog den GIn. (3.175) und (3.177) entwickelt und die Alkiyg
er(x) = 1qbk(:v) = exp(zk%x) (3.190)
]

verwendet. Auch wenn auf die Formulierung der Integrakefitsng der Losung an dieser Stelle

aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichtet wird, lagst feststellen, dass die Losung nach dem
Integralansatz in Gl. (3.77) und die Losung nach dem Sdpasztnsatz in Gl. (3.188) eine sehr

ahnliche Struktur besitzen.

Fir den Fall einer konstanten Geschwindigkett const. kann im Folgenden nach dem Vorgehen
des allgemeinen Lésungsansatzes eine konkrete Losungdgefuverden. Es sei dazu fur das

transformierte Versc:hiebungsfer4 ein zu Gl. (3.170) vergleichbarer Ansatz gewahlt
=3 (%*‘k ® ¢k) , (3.191)
keZ

wobei fur die Funktioner, die Definition aus Gl. (3.174) weiterhin gultig ist. Wird d&xr An-
satz in die zugrunde liegende Bewegungsdifferentialgleig (3.43) eingesetzt, so entsteht die
gewohnliche Differentialgleichung

(ag — 20k %0, + (v = ) (m%f) U =0 (3.192)

als Bestimmungsgleichung fur die)BRlER—Koeffizientenfunktioner%Ak. Diese Differentialglei-
chung lasst sich mithilfe des Exponentialansatzes

MA

W g(t) = ag exp(wyt) (3.193)
analytisch I6sen. Durch Einsetzen des Ansatzes und dertéidgen

0y k() = wopag exp(uot) = 1wy W k(t) (3.194)

O () = Pwlay expliwt) = —ww 4(t) (3.195)

folgt eine Gleichung fur die noch unbekannten Grogn

2
wi + 2mk§zwk — (v2 — 02) <zk§> =0 . (3.196)
Als Losungen dieser quadratischen Gleichung in Normalfergeben sich
s T 2 T 2 s
— - - _ 2 _ 2 _ — —
W+ vkl j:\/(@kl> (v2 —?) (kl) (vj:c)kl (3.197)
und damit folgt fur die Losung des transformierten Problems
AfUA(t, s) = Z (ozk exp(z (v + ¢) k:%t) + Brexp(z (v —¢) k:?t)) ? exp(@k%s) . (3.198)
keZ

Hierbei kbnnen die den Zeitverlauf der Schwingung bestinmiea Terme in Anteile zerlegt wer-
den, welche die Wellenausbreitung in bzw. entgegenselRichtung beschreiben. Da die Rand-
bedingungen der Gl. (3.47) bereits durch den Ansatz aus3@l9{) erfullt werden, sind noch
die Anfangsbedingungen in die Loésung einzuarbeiten, wadddre Freiwertey, und 5, (k € 7Z)
konkretisiert werden.
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3.5 Integrationsansatz fur einen veranderlichen Abstand dr Randbedingungen

Wie bereits bei der Modellbeschreibung in Abschnitt 3.2etert wurde, unterscheidet sich das fr
diesen Abschnitt giltige Modell mit einem veranderlichdrsfand der Randbedingungen von dem
Modell des vorangegangenen Abschnittes lediglich durelirdrmulierung einer axial unbewegten

Randbedingung (vgl. Gin. (3.29) und (3.36)).

Demzufolge gentigt es, die Losung fir den in Abschnitt 3.2@vendeten Integrationsansatz an
einen veranderlichen Abstand der nichtmateriellen Ratlidigengen anzupassen. Um Wieder-
holungen zu vermeiden, werden an dieser Stelle nur die auset@nderten Randbedingungen
resultierenden Unterschiede dargelegt.

Ausgangspunkt ist der Summenansatz aus Gl. (3.120) mit ddmifionen der Gin. (3.104)
und (3.105). Mit diesen Hilfsfunktionen werden aus den Reaaihgungen der Gin. (3.35) so-
wie (3.36) die Zusammenhange

/\ g(ct) + E(—Ct) =0 , (3.199)
/_\ g(I(t) +ct) + h(U(t) — ct) = 0 (3.200)

erhalten. Aus Gl. (3.199) lassen sich die Bedingungen

N\ 9(s)=-h(-s) , (3.201)
N\ h(s) = —g(~s) (3.202)

formulieren, d. h. die Funktionepund/ sind punktsymmetrisch. Durch Einsetzen dieser Bedin-
gungen in Gl. (3.200) entsteht

A A s ety =gl Fet) (3.203)
t>0 (I(t)—ct) <0
A N\ ) =) = R(=UE) —ct) (3.204)

t>0 (I(t)+ct) >0
Werden die Hilfsfunktionem. als

Ti:REO — bi:{S€R| :ESZZ()}
t — re(t)=1() £t (3.205)

eingefiihrt, so folgen hieraus zun&chst die Beziehu#fgen

A /\ g(ro (1) =g(—r_(1)) (3.206)
/\ /\ h(r—(t)) = h(=r+(t)) (3.207)

86 Fiir die Invertierbarkeit der Hilfsfunktionen, gilt auch an dieser Stelle, dass der Betrag der Fiihrungsgesc
digkeitv stets kleiner als die Wellenausbreitungsgeschwindigkssin muss (vgl. Gl. (3.125)).
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die sich schlief3lich auch als

AN N g =go(—r)orls) | (3.208)
$€b+ r_(ri!(s)) <0
A A R =ho(—ry)or l(s) (3.209)

S€b— 1y (rZ1(s)) 20
schreiben lassen. Damit ist fur die Hilfsfunktiongennd & eine Fortsetzung bestimmit.

Wie in Abschnitt 3.3.4 lasst sich insbesondere flr einetpesikonstante Geschwindigkeitdie
Losung konkretisieren. Die Hilfsfunktionen. und inre Umkehrfunktioneny' lauten in diesem
Fall

Ti:REO — bi:{SER| iSzlo}
t = ret)=l+(vEtc)t (3.210)

7';1 3bi — Rzo
S—lo

s = ri(s) = o (3.211)

Neben den Bedingungen gemal der Gin. (3.201) und (3.202pengsich mit der Abkirzung

cC—v

o= o (3.212)
aus den Gin. (3.208) und (3.209) die Beziehungen

2c

N g(s) = glas — lo) (3.213)
c+v
s>2clp/(c—v)

— -8 2c
h(s) = h(— — l 3.214
/\l (s) =h(= = ——l) (3.214)

fur die Fortsetzung der Funktiongrund h. Daraus folgen die rekursiven Definitionen

( 1 1
9(s) = Fuo(s) + 5-Us(s) s €[0,0o]
7 2c
a(s) = —h(—s) 8 € (o, 7=h) 3.215)
2c 2¢c
glas — >
glas c+vl0) ’S_c+vl0
L (9gf. mehrfach auszuftihren)
(M)—l()—iU() e [0,1]
s) = 2u0 S 5.1 s) ,s ’
- —g(=s ;s € (=10
h(s) = g(=5) (1o, 0) . (3.216)
- 2c
<
h(a3+c+vlo) .5 < —l
| (9gf. mehrfach auszufihren)
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Demzufolge kénnen die Hilfsfunktionen und damit die Anfabgdingungen durch Spiegeln und
Strecken uber das Intervadll, [;] hinaus fortgesetzt werden. Ein Beispiel fir die Fortsegzder
Funktiong ist in Abb. 3.9 gegeben, wobei sich die Abschnittslanggzu

Ly = — (3.217)

bestimmen lassen.

9,9, h

Abbildung 3.9: Periodische Fortsetzung der auf dem Intkfal,] gegebenen Hilfsfunktionen
am Beispiel der Funktiop fur den Fall verschwindender Anfangsverschiebungs-
geschwindigkeiten(; = 0)

Der Sonderfall einer verschwindenden Geschwindigkeitgibt die in Abschnitt 3.3.4 erlauterte
klassische Lésung nach DI&AMBERT.

Mithilfe der Fortsetzung der Anfangsbedingungen und ewierin Abschnitt 3.3.5 beschriebenen
numerischen Umsetzung, lassen sich Schwingungsverlége $aite mit einer nichtmateriellen
Randbedingung simulieren.

Zum Studium der Einflisse der nichtmateriellen Randbedigguird das Beispiel einer gezupften
Saite gewahlt. Dazu seien die Anfangsbedingungen

ZES ,s €10, %0)
up(s) =a , (3.218)
5 lo
1 (s—1l) ,s€ [galo]
ui(s) =0 (3.219)

gewahlt, die einem Zupfen mit der Amplitudebei einem Finftel des Ausgangsabstandes der
Lagerbedingungen entsprechen.

Ohne eine axiale Bewegung der rechten Lagerbedingurg() ergibt sich der in Abb. (3.10(a))
dargestellte klassische Losungsverlauf fur die gezupdite 3nit einer konstanten Periodendau-
er. Im Gegensatz hierzu verlauft die Lésung fir den Fall remehtmateriellen Randbedingung
aperiodisch (s. Abb. 3.10(b)).

Wie in Abschnitt 3.3.6 kann dieses Phanomen mithilfe dedé&Mealusbreitung innerhalb der Saite
erklart werden. Im Fall der klassischen materiellen Radaizringen bendtigt ein Signal, das sich
mit der Wellenausbreitungsgeschwindigkelitewegt, die Zeit

T,k (3.220)
C
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um nach der Reflektion an beiden Randbedingungen den Ausgdngeder zu erreichen. Wird
jedoch die rechte Lagerbedingung mit einer Fihrungsgeasdigkeitv bewegt, so vergroRert sich
der vom Signal zuriickzulegende Weg. Fur ein Signal an déeSte- 0 gilt fr die Zeit bis zum

Erreichen des Ausgangsortes

lo

cC—v
Fir die Parameter der Simulation von Abb. 3.10(b) ergildt siatsprechend
20 1,
Tom=—— (3.222)
9 ¢
was auch anhand der Darstellung zu verifizieren ist.

5,0 —v-" +1,0 5,0 +1,0

+0,8 +0,8

40 | ‘ 1B +0.6 4,0 +0,6

H +0,4 +0,4

3,0 F {H +0,2 3,0 40,2
<3 3
Q = < =
) | +070 :2“ 2 +070 i-‘
= =W =

2,0 | 1H —0.2 2,0 0,2

—0,4 —0,4

170 _ ’ _076 7076

-0,8 -0,8

0,0 _AJ_A_ —1, 0,0 ~1,0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,0 02 04 0,6 0,8 1,0 1,2 14 1,6
S/lo S/ZO

(a) Fuhrungsgeschwindigkeit= 0 (b) Fuhrungsgeschwindigkeit = 0,1c¢. Die Trajektorie des

sich bewegenden Lagers ist durch eine schwarze Linie her-
vorgehoben.

Abbildung 3.10: Vergleich der Saitenschwingungen fur tstkiedliche Fihrungsgeschwindig-
keitenwv bei gleichen Anfangsbedingungen
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4 Axial bewegte eindimensionale Kontinua mit nichtmateridden Randbe-
dingungerf’

4.1 Direkte Herleitung der Bewegungsgleichung fir die axiBbewegte Saite

Die Herleitung der Bewegungsgleichung fir die Transverdalingungen einer axial bewegten
vorgespannten Saite erfolgt prinzipiell analog zu Absttiil und wird an dieser Stelle nicht
nochmals detailliert wiedergegeben. Aufgrund der axiBlewegung der Saite mit der Fiihrungs-
geschwindigkeit andert sich in materieller Darstellung im Allgemeinen dieridalkraft. Diese
ist fir eine allgemeine L6sung nun als orts- und zeitablgdageusetzen.

N(t,0)" Lr N(t, 1+ V(1))
<— ;3 U(t) —>»
/IV l /IV V(t) /IV

Abbildung 4.1: Modell einer Saite, die axial Uber unbewdggmdbedingungen bewegt wird

Im Fall der axial bewegten Saite lasst sich die Gesamtbengegis

A A < s+V(H) ) LR s) 4.1)
0] 11(t, 3) 0 A

zusammensetzen. Als Ausgangspunkt der verénderten tdedekann nun dementsprechend
Gl. (3.22) verwendet werden. Mit Gl. (3.23) und unter Wegéasder Belastung lautet diese

Mma \ 2 ) MA )
p (80 0] 10> — N | fu+2p0y ¢ 100,00+ pOju =0 . (4.2)

Wird auRerdem angenommen, dass sich die Langsgeschwaiiddge Saite nur wenig von der
Fuhrungsgeschwindigkeit unterscheidet,

MA
0o ¢ 10 RV (4.3)
wird
(pv(mg)* — N) 07t + 2pv(mg) 90y + pdga =0 . (4.4)
erhalten. Die noch zu bestimmende Normalkréftasst sich aus Gl. (3.12) durch Integration zu
N(t,s) = No+ ps (0yv) (t) (4.5)

ermitteln. Das gezeigte Vorgehen kann auch als Anwendumgy &ALE-Kinematik verstanden
werden, so dass die Verschiebuiagnit der Verschiebungﬁ?f zu identifizieren ist und mit dem
Zusammenhang

MR MR MR MR
U= To-v(me) U U =TV (mg) U (4.6)
R A A R

87 Einige der in diesem Kapitel vorgestellten Gedanken wungem Autor auch in [[RANZE & Z ASTRAU 2012]
veroffentlicht.
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die gesuchte Bewegungsgleichung in der referentiellerstBuing folgt. Insgesamt lautet das
Anfangswert-Randwert-Problem

(95 + 2v(mg)9y0; — (¢* + my (Gyv) (mo) — v(mo)?) ) A:%R =0 4.7)

A O ) =) (4.8)
reloy]

/\ 80%R(0+,7’) =uy(r) (4.9)
refo,l] R

N A:zf(t, 0):=0 , (4.10)
tGRZO

A ”:zg(t, =0 |, (4.11)
tERZO

mit 2= V0 (4.12)

P

In dieser Darstellung sind die Randbedingungen fir dase8yst Abb. 4.1 zeitunabhangig. Zum

Vergleich mit der urspringlich materiell formulierten dimensionalen Wellengleichung geman
Gl. (3.25) kann die gefundene Bewegungsgleichung mitd#ieBeziehungen in Gl. (4.6) und un-

ter Anwendung der Kettenregel transformiert werden (vgl3ote 70). Die Bewegungsgleichung
lautet in materieller Darstellung folglich

0= agﬂéf — (Oyv) (mo)alMZR — (¢ +my (9yv) (my)) anf (4.13)

mit den Randbedingungen

W, -V(E) =0 (4.14)
A
W=V +D) =0 . (4.15)

A

AulRerdem kann Gl. (4.13) in
0=002"u -0, <E(m0, m1)281N11LR) (4.16)
A A

umformuliert werden und der Ausdruck
a(t,s)* =+ s (0yv) (1) (4.17)

hierbei als eine orts- und zeitabh&ngige Wellenausbrgsgeschwindigkeit interpretiert werden.
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4.2 Losung mittels GALERKIN -Verfahren
4.2.1 Zeitlich veranderliche Fuhrungsgeschwindigkeit

Das Losungsverfahren nachAGERKIN basiert auf einem Separationsansatz und einer abgebro-
chenen Reihenentwicklung der Losung

Wt r) 2 U () = ) (t)g(r) mit N, ={0,1,...,n—1} CN (4.18)
R R kEN,

bzw. kirzer
WA =Y Y@ (4.19)
R R keNa

Dabei werden die Funktionepy, auch als Vergleichsfunktionen bezeichnet. Die Vergldiahis-
tionen mussen fuk € N eine HLBERT-Basis bilden, damit die Naherungslosung flir— oo
gegen die exakte Losung konvergi&Des Weiteren wird bei dieser Methode eine Minimierung
des gewichteten mittleren Fehlers (bzw. Annahme keineleFglangestrebt

[ w0 (4.20)
rel0,l]
mit R = (02 + 20(mg)3,0; — (¢ + my (9yv) (mg) — v(my)?) 07) A:%R : (4.21)

wobei die Funktionem, als Gewichtsfunktionen bezeichnet werden. Da der Fehleinmiviittel
verschwindet, wird diese Form auch als schwache Form bdezeicJe nach Wahl der Gewichts-
funktionen werden verschiedene numerische Methodenaghteden. An dieser Stelle wird dem
GALERKIN-Verfahren folgend

B = (4.22)

gewdahlt. Als Vergleichsfunktionerp, werden in Anlehnung an die Eigenfunktionen nach
Gl. (3.174)

(Ou)ien = (2= sin((k+ 1) 7)) (4.29
verwendet® Mithilfe dieser Vergleichsfunktionen und den Zwischenittén®

g (Y1, ® dx) = (Tgvow) @ dr (4.26)

901 (Vk @ o) = (Ogtor) @ (Opdk) (4.27)

(k+1)7

2
] ) Y @ P (4.28)

8% (U ® ¢r) = 1 ® (3§¢k) = — (

88 Bej speziell gewahlten Anfangsbedingungen kann auch eidkce Anzahl von Reihengliedern zur exakten Lo-
sung fuhren.

89 Diese Vergleichsfunktionen erfiillen die Randbedingungfefl EIPHOLZ 1967] wird ein Verfahren zur Befreiung
der Ansatzfunktionen von den Randbedingungen beschrieben

9 Der Index des Ableitungsoperators wechselt in Gl. (4.27graund der Zusammenhénge

= oA Wk(6) = (D) 6k(r) (@.29)

= otk ()9 k(1) = (Opthr) @ (Opor) (t,7) . (4.25)

0901 (Vr @ o) (L, 7)
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kann nun die Residuumsfunktidhermittelt werden

R = (05 + 2v(mg)0,0, — (¢ + my (9yv) (mp) — v(mp)?) 65) Z (VY ® d) (4.29)
kEN,
= Z ((agl/)k + (<k +l1) 7r) (02 +my (9yv) (mo) — U(mo)Q) ¢k> Qo+ ...
-+ 20(mo) (Opthr) ® (3o¢k)> : (4.30)

Die Forderung nach einem minimalen mittleren Fehler (s(4520)) fuihrt auf ein Gleichungssy-
stem fUr die unbekannten Funktionep

0= / R(t,r) %(ﬂ] =¢[M] [33%(75) |G || 0ov;(t) | +| K () +T'(¢) [%(t)] :
r€f0,]] J J J J
| (4.31)
wobei die MatrizenV/, G, K undI" im Einzelnen
— ) ary L)1 ,j=k
l]¢k )b (r [/” Sln((k+1) ] )Sln((1+1) 7)—5{ 0 .sonst
(4.32)
GO =20(0) [ @) 005,0) =200) [ (k1) T eos((b+1) T sin((G + ) )
r€[0,1] r€(0,]]
(4.33)
(k+1)(G+1) . ,
(){ TG UERAG 220
0 , sonst
(K (1)) = (“”ll) ) / On (), (r (4.35)
= <c2_v<t>2)g—l{ ék“) io_nft , (4.36)
el = (S5T) @0 [ s @37
rel0,]
_ <(’“+l1“) (9v) (1) / rsin((k+1) Z)sin((j + 1) 5 (4.38)
rel0,]
0 PR ,(j# k) A ((F+ k) mod 2 =0)
+1)(j+1 . .
@ O] (e e R AR med2 20
%TQ , sonst

(4.39)
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lauten (vgl.[AvIERS 2007]) %! Es ist zu erkennen, dasds eine Diagonalmatrix;; eine schiefsym-
metrische Matrix unds eine Diagonalmatrix ist. Die MatriK ist aufgrund des Vorfaktorg: + 1)
im Allgemeinen eine nichtsymmetrische Matrix.

Aus dem Ansatz nach &ERKIN entsteht nach den dargestellten Herleitungen demnach im
Allgemeinen ein System gewohnlicher Differentialgleinbgen mit variablen Koeffizienten. Fir
die analytische Lésung solcher Systeme kdnnen keine adligemn Losungen angegeben wer-
den. In der Literatur lassen sich dazu zahlreiche Hinweisdef. Unter anderem wird in
[BENKER 2005, S. 94] darauf hingewiesen, dass drPLACE-Transformation bei Differential-
gleichungen mit veranderlichen Koeffizienten nicht zwingeielfihrend ist. In Spezialféllen las-
sen sich gewohnliche Differentialgleichungen mit analgtien Koeffizientenfunktionéhlosen
(z.B. AIRY- und HERMITE-Differentialgleichung). Diese Spezialfalle konnten imatRnen die-
ser Arbeit jedoch nicht aus der vorliegenden Form der Deffiéalgleichung entwickelt werden.
Fur die analytische Behandlung des angegebenen SystemerfiBpezialfall periodisch zeitver-
anderlicher Koeffizienten erscheint der Ansatz nachLHuind eine zeitvariante modale Analyse
(s. hierzu[XU & GAsCH 1995, RRETIER 1999, FEEDERSENet al. 2010]) ausichtsreich.

Es sei an dieser Stelle jedoch vor dem Verfahren des ,Enefi& von Eigenwerten gewarnt, das in

der Literatur teilweise vorgeschlagen wird. Bei diesenfaferen wird die LOsung eines Systems

mit zeitveranderlichen Koeffizienten in jedem Zeitpunks$ &ystemen mit konstanten Koeffizien-

ten zusammengesetzt. Auch wenn diese Konstruktion rieimingutet, so ergibt sie keine korrekte

Ldsung fur das Ausgangssystem. Der Grund hierfur ist, dasslar Stabilitdt des Systems mit

konstanten Koeffizienten nicht auf die Stabilitat des Systenit veranderlichen Koeffizienten ge-

schlossen werden kann (s. [MLER 1977]). Nur fir sich relativ langsam andernde Koeffizienten
ist dieses Verfahren eine hinreichend gute Naherung (&gNjoLD 2004, S. 143)).

4.2.2 Zeitlich unveranderliche Fuhrungsgeschwindigkeit

Fur eine zeitlich unveranderliche Fihrungsgeschwindigkeergeben sich die das System be-
schreibenden Matrizen nach dem Ansatz aus Abschnitt 4i.1 & 8) zu

[M]:édiag[l, 1, 1,1, 1,1, 1, 1] , (4.40)
[0 0,667 0 0,267 0 0,171 0 0,127
—0,667 0 1,200 0 0,476 0 0,311 0
0 —1,200 0 1,714 0 0,667 0 0,436
G = 4o —0,267 0 -1,714 0 2,222 0 0,848 0 |
0 —0,476 0 —2,222 0 2,727 0 1,026
—0,171 0 —0,667 0 —2727 0 3,231 0
0 —0,311 0 —0,848 0 —3,231 0 3,733
—0,127 0 —0,436 0 —1,026 0 —3,733 0
) (4.41)
(K] = (cz—vz);—;diag[l, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64 , [T]=0 . (4.42)

91 Bei der Berechnung der Integrale werden die Integraltadieis [BRONSTEINet al. 2008, ab S. 1074] sowie die
Hilfsrechnungen in Abschnitt B.5 verwendet.

92 Eine analytische Funktion ist u. a. nacr{BNSTEINet al. 2008, S. 753] lokal durch eine konvergente Potengreih
gegeben.
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Da keine der Matrizen mehr zeitabhangig ist, entsteht effef@ntialgleichungssystem mit kon-
stanten Koeffizienten, das mit Standardverfahren gelostenekann.

Alternativ zu dieser Untersuchung gelingt bei der Annahnreerezeitlich unveranderlichen
Fuhrungsgeschwindigkeit auch eine analytische Losundhilfieit eines Separationsansatzes
(vgl. [ZWIERS 2007])

W= R (4.43)
R ken

Dieser ist ahnlich wie in GI. (4.19) formuliert, die Funktien ., undn, unterscheiden sich jedoch
im Allgemeinen von den dort gewahlten Funktiongnund ¢,.. Zunachst werden die Funktionen

() ey = (7€), (4.44)

gewahlt, wobei die Zahlew; noch zu bestimmende Freiwerte sind. Durch Einsetzen dheser
satze in die Bewegungsgleichung féfgt

0= ((=(c*—v?) Omi + 2wrvdyni — wink)) - (4.48)
keN,

Im Gegensatz zu den Differentialgleichungen mit variab{eeffizienten des Abschnittes 4.2.1
lasst sich diese Differentialgleichung mit konstanten fkoenten fir die Unbekannten, ge-
schlossen analytisch I6sen. Dabei folgt mithilfe einesdfxgmtialansatzes der Ausdruck

N = Ape'E=" 1 BeT kT (4.49)

als Losung. Die darin enthaltenen Grof3en

+
= Yk _ YR TS (4.50)
ctv

cFv c — 2

K+ -

konnen auch als Wellenzahlen zweier entgegenlaufenderleNVehnterpretieren werden
(vgl. [INELSON 1979, S. 383]). Die Anpassung der Losung an die Randbedgegun

n:(0) =0 und nk(l) =0 (4.51)
liefert die Eigenkreisfrequenzen

=" = ?) (4.52)

sowie die Bedingungen

Ay = —By . (4.53)

93 Dabei wurden folgende Zwischenergebnisse verwendet

02 (i @ i) = (OBpr) @ e = —wiin @i (4.45)
900 (e @ i) = (Fpur) @ (Ogmk) = worpu @ (Opmk) (4.46)
OF (k@ mk) = i @ (Ogme) - (4.47)
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Damit und mittels Gl. (4.50) kann die Lésung auch als

ne(r) = Ape @ <€zakcr — e—mkcr> = 204"V sin(agcr) (4.54)

. . Wi . k’_’/T
mit  ax = T (4.55)
dargestellt werdePf: Insgesamt ergibt sich fiir die analytische Lésung der mitskamer Ge-
schwindigkeit axial bewegten schwingenden Saite demnach

A&R(t, r) = Z §R(22Akem’ft T Lagor sin(ager)) . (4.57)
R keN

Beim Vergleich der L6sungen einer axial mit der Fihrungslyesndigkeitv # 0 bewegten und ei-
ner axial unbewegten Saite sind einige Unterschiede dawtkennbar. Die Eigenkreisfrequenzen
der axial bewegten Saite nehmen mit zunehmender Fuhrusgsgedigkeity ab (s. Abb. 4.2).

5.0

4,0

3,0

wi(v)/ (mwe/l)

2,0

1,0

0,0
0,0

Abbildung 4.2: Abhangigkeit der ersten finf Eigenkreigirenzen von der Fihrungsgeschwindig-
keitv

Des Weiteren unterscheiden sich die Eigenformen beidaungen. Die klassischen Eigenformen
der axial unbewegten Saite sind beim Vorhandensein eirfeuRgsgeschwindigkeit # 0 durch
einen Vorfaktor ortsabhéngig veréndert (s. Abb. 4.3). BMar&nderung fuhrtim Allgemeinen zur
Aufhebung der Orthonormalitat der Eigenformen, so dassdi Ermittlung der KoeffizienteA,,
aus den Anfangsbedingungen nicht auf klassischem Wegafdaren Iasst. Untersuchungen hier-
zu sind in [KARL 2011, S. 103] zu finden. Wie bei der Auswertung in Abschnzt4idiskutiert
wird, folgt aus der Verdnderung der Eigenfunktionen aucte @rtsabhangige Veranderung des
gesamten Losungsverlaufs. Diese Verschiebung lasstsatham den die Reihenentwicklung bil-
denden Anteileny, ® n;, ablesen (vgl. Abb. 4.4%

9 Dabei findet die Identitat
e — e " = 2usin(w) (4.56)

Anwendung.
% Abweichend von der iblichen Bezeichnung heiRen die Elemainer ahnlichen Reihenentwicklung in
[KolvurovAa 2008] Moden.
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11,0

+0,5

40,0

R(ns (r)/204,)

r/]

+1,0
40,5

+0,0

R(ns(r)/2045)

0,8

1,0 7170

r//
(b) v=0,7¢c

Abbildung 4.3: Darstellung der dritten Eigenform fir ustghniedliche Fuhrungsgeschwindigkei-
ten v. Die farbige Hervorhebung der Raumkurve folgt der Farlarenig aus

Abb. 4.4 fir den Realteil der dargestellten Funktion.
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+1,00
+0,75
+0,50

+0,25

4 +0,00

t/(l/c)

-0,25

R((us @ ms)(t,7))/245

—0,50

—0,75

—1,00

@v=0

+1,00

+0,75
+0,50
+0,25

-+0,00

t/(l/c)

-0,25

—0,50

R((us @ ms)(t,7)) /245

-0,75

—1,00

(b) v =0,7c

Abbildung 4.4: Darstellung des dritten Reihenanteils disungsentwicklung fir unterschiedliche
Fuhrungsgeschwindigkeiten
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4.2.3 Numerische Umsetzung

Um den Zeitverlauf der Bewegung im Sinne einer Naherungsi@siach dem in Abschnitt 4.2.1
beschriebenen Verfahren naci&RKIN ermitteln zu kénnen, ist nun noch ein Ansatz fir die
Funktioneny, notwendig. Gewahlt wird an dieser Stelle der harmonischeafn

V(t) == zp explwt) . (4.58)
Damit folgt das quadratische Eigenwertproblem in Matrieem zu
((w)? [M] +w [G#)] + [K@®)] + [T#)]) [z] =0 . (4.59)

Zur effizienten Losung mit MTLAB ist es sinnvoll, das quadratische Eigenwertproblem in ein
lineares zu Uberfuhren. Als Beispiel seien die zwei Vagant
> ([WD —0 und (4.60)
z

([ 0 —[K(t)—m)]]_m [[M] €0
0 0
M0 wa] _
< _“[o [K<t>+r<t>1]>[m]‘o oD

[M] [M]
JG@)] (K +T()]
[K(t)+I'(t)] 0

angegeben (s. f®LL 2009, S. 57] und [RINKMEIER 2007, S. 39]F® Solche Systeme mit zeit-

varianten Systemmatrizen lassen sich mittels implizilwv.lexpliziter Zeitintegrationstechniken
numerisch Idsen (vgl. [BINKMEIER 2007]). Eine analytische Losung gelingt nur in Sonderfélle
(s.[KLOET & NEERHOF2002] und [DRESIG& V UL'FSON 1989, S. 174]). Im Fall einer konstan-
ten Fihrungsgeschwindigkeit ergeben sich zeitinvari&@ysemmatrizen (vgl. Abschnitt 4.2.2)
und es kdnnen zwei verschiedene Ansatze verfolgt werden.Ersten der Weg der Zeitintegrati-
on und zum Zweiten der Weg uber ein Eigenwertproblem (vgiifKMEIER 2007]).

Im Folgenden wird im Rahmen dieser Arbeit die numerischeubgsei einer zeitveranderlichen
Fuhrungsgeschwindigkeit mittels Zeitintegration untahffenahme einer MTLAB -Toolbox fir
gewdhnliche Differentialgleichungen umgesetzt. Dazusrdas System gewdhnlicher Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung mit zeitveranderlichenfkoenten nach Gl. (4.31) umformuliert
werden in ein System gewdhnlicher Differentialgleichumgester Ordnung mit zeitveranderli-
chen Koeffizienten. Dartber hinaus sind die Gleichungemga@dnen, dass auf der linken Seite
des Gleichheitszeichens die erste Ableitung des Losukgsgeund auf der rechten Seite keine
Ableitungen des Lésungsvektors auftreten

o |=(t)] = |s®)] [=)] (4.62)

[k (0],
mit |(1)] = (4.63)
[Oo o (2)]},
0 1
und - [S()] = . (4.64)
[M~H(K () +T(#)] [MG@)]

9 Dabei sind bei der Darstellung nach Gl. (4.61) die das Eigetproblem formulierenden BlockmatrizereRMI-
TESch, was Vorteile bei der Losung bietet.
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Hierbei erfolgt die Invertierung der Matrix/ nicht explizit, sondern numerisch gunstiger als L6-
sung eines Gleichungssystems. Nach Vorgabe der Start- ndzeE der Berechnung sowie des
Anfangsvektors fur wird mithilfe des MATLAB -Programme®de45 das System gewdhnlicher
Differentialgleichungen integrieff. Als Ergebnis folgt eine Matrix, in der Funktionswerte von
unddyy, fur verschiedene Zeitpunkig enthalten sind,

Vi(Th) Yo(Th) -+ u(Th) Ohi(T1) Oga(T1) -+ Optbn(Th)
[Z]— V1(T2) Yo(T2) -+ u(T2) Oph1(Ta) Oya(T2) -+ Ogtbn(T2)

¢1(Tr) ¢2(Tr) %(Tr) aO¢I(TT) 80¢2(TT) a()wn(Tr)
(4.65)

Der Vektor der Zeitpunkt&', der aus dem StartzeitpuriK{ und der Wahl der Zeitschritte folgt,
T
[T} . (4.66)

wird ebenfalls vom Programm ausgegeben. Fir die Darstelien Losung gentigt die Beschran-
kung auf die ersten Spalten der Ergebnismatrix aus Gl. (4.65), die in der Ma#rixusammen-
gefasst werden,

Yi(Th) a(Th) -+ n(Th)

4] - w1<:Tz> wz@ wn<:T2> @67
wl(Tr) wQ(Tr) wn(Tr)
Mithilfe der Diskretisierung des Ortes
X1
X
M _ :2 (4.68)
Xm
und der zugehdrigen Beschreibung der 6rtlichen Abhangigke gesuchten Losung
(61(X1)  Ga(X1) o da(X0)
[(I)] _ ¢51(:X2) ¢2(:X2) ¢n(:X2) (4.69)
kann die Matrixdarstellung der Losung aus
- T
[U] — \If] M (4.70)

97 Der in der Routineode45 implementierte Integrationsalgorithmus ist eine Komhoraaus RINGE-KUTTA-
Verfahren der Ordnung vier und fanf.
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berechnet werden. Fir das eingangs gesuchte Verschidblanggibt sich folglich

—~

W(TL X)) = U (4.71)

R
Der Vorteil der numerischen Lésung liegt in der nahezu fraidahl der Fihrungsgeschwindig-
keitsfunktion. Im Vergleich zu den analytischen Lésunges &apitels 3 ist dafur jedoch die
numerische Ermittlung rechentechnisch aufwendiger umdhddie Verwendung von rein nume-
rischen Verfahren auch etwas intransparenter. Deshaés iabtwendig, die numerische Losung
zumindest fur den Fall einer konstanten Fuhrungsgeschgkad mithilfe der analytischen Lo-
sung zu verifizieren.

4.2.4 Auswertung

Vor der Auswertung von eventuell schwer interpretierbafeméufen steht die Verifikation der nu-
merischen Implementierung. Dazu sind die Verlaufe der mistigen und analytischen Lésungen
(fur konstante Fuhrungsgeschwindigkeiten) zu vergleicleser Vergleich, dessen Darstellung
an dieser Stelle entfallt, zeigt keine nennenswerten Atheigen zwischen den Verlaufen, was
ein Hinweis auf eine richtige programmtechnische Umsejzsin

Fur die Darstellung des nachfolgend behandelten Beisgiten die gleichen Richtlinien wie
in Abschnitt 3.3.6. Demzufolge wird die Transversalversbbing der axial bewegten Saite Uber
die (normierte) Zeit und den (normierten) Ort aufgetragkls. Beispiel dient die Anlaufphase
einer Maschine (z. B. einer Papiermaschine), die ein Medidral transportiert, das durch eine
schwingende Saite eindimensional idealisiert werden kann

Als Anfangsbedingungen werden die beiden Funktionen

uo(s) == usin(r-) (4.72)
ui(s) =0 (4.73)

und als Filhrungsgeschwindigkeit die Funktion
C
o(t) = 0,35¢ (Zt) (4.74)

gewabhlt. Dies lasst sich als ein Prozess des Anfahrens dschfee interpretieren. Als Losung
ergibt sich der in Abb. 4.5 dargestellte LOosungsverlauf.

Wahrend sich bei einer konstanten FiihrungsgeschwindidieeL6sung als tber die Zeit harmo-
nisch verlaufend ergibt (entsprechend der L6sung dermieasionalen Wellengleichung), verhalt
sich die L6ésung mit veranderlicher Fiihrungsgeschwindigh®mveichend. Es kommt vielmehr zu
einer ortsabhangigen Veranderung der Schwingungsfores. iBi charakteristisch fir Systeme mit
bewegten Medien und veranderlicher Fiihrungsgeschwiedi@gk hierzu auch den noch folgen-
den Abschnitt 4.4).
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t/(l/c)

0.0 0.2 0.4 06 03 1,0

s/l

Abbildung 4.5: Saitenquerschwingungen fir eine sinusigemAnfangsverschiebungsfunktion
und verschwindende Anfangsverschiebungsgeschwindegksowie eine linear
ansteigende Fuhrungsgeschwindigkeitsfunktion
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4.3 Direkte Herleitung der Bewegungsgleichung fir das axidbewegte Seil

Um ein eindimensionales Modell zu finden, das sich noch mishdia bisherigen Beispiele an

den Systemgleichungen der dreidimensionalen kontinuweasamischen Formulierung orientiert
(s. Abschnitt 2.8.2), wird im Folgenden die Bewegungsgleny fur die LAngsschwingungen eines
axial bewegten Seiles hergeleitet. Daftir wird zunachs Eiﬂhrungsgeschwindigkéaf

RA
v:T — E
RA

t o= 0(t) (4.75)

angenommen und vorausgesetzt, dass das Seil axial mit desehwindigkeit bewegt wird. Bei
der Fihrungsbewegung soll es sich um eine Starrkérperhewdrandeln, so dass die Geschwin-
digkeits" nicht vom Ort abhangig ist. Mit dieser Annahme konnen un&méndung der Notation

aus Kapitel 2 die Bewegungsabbildungen zwischen den BtatajenA,, R, und M, formuliert
werden

RA
¢ :TxA — TxR

RA RA

t,X) = ot X)=(t ¢,(t, X)) =tX+"utX)) , (4.76)

MR

q’):TXRt — TXMt

MR MR

(tx) = dtx)=(t ¢,(t,x) =t x+ U (tx) | (4.77)

MA
¢ :TxA — TxM,

MA MA

LX) = otX)=(t ¢t X)) =tX+"(tX) . (4.78)

Durch die vorgegebene Geschwindigkeit der Fuhrungsbemgegann die Verschiebung infolge
der Fihrungsbewegung durch die Integration

732“:725‘1 idy = / Y (4.79)

M=o d+ U =0+, (4.80)
A R A A A

MR
wobei die unbekannte Verschiebung der Bewegunals

A&R:’JI“xRt — T x M,
R

(t,x) — Af«f(t,x) , (4.81)
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E E E
p M
x 10 X X
= RA %'A MR
| _¢L T Nl ¢ MA
| I g u T N,
./4.; ] : ]
IN2 i |
Rt' Mt
INz |
IN2

Abbildung 4.6: ALE-Kinematik fir das Seil

definiert ist. Analog den Herleitungen in Abschnitt 2.3.8yfdur die Geschwindigkeitsfelder

<
N

MA
=0, ¢, =0, (4.82)
A A A A
RA
T=0,0,=0,u , (4.83)
A A A A
MR
V=0, ¢, =0 U (4.84)
A A A A
AulRerdem l&sst sich das Geschwindigkeitsfeld in
AR
=0, o (4.85)
R A A
RA AR
=0, <7%f‘ + %o o (4.86)
A A R
AR RA AR
— 9t o ¢+, (%Zz o ) o ¢ (4.87)
A A A R
AR RA
=0,u o ¢ + <ao +0,0. <ao7%j‘ o ¢)> o (4.88)
A A R R A A R
=+ (ao +o,0.% )W (4.89)
R R R R R
=+ mit =00 (4.90)
R R R R R R R

zerlegen. Der neu definierte Ausdruﬁf ist hierbei nicht mit der konvektiven Geschwindigkeit
zu verwechseln. Es handelt sich vielmehr um eine konvekfrechiebungsgeschwindigkeit.
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Wie bei der dreidimensionalen kontinuumsmechanischeoe#bung folgt nach der Festlegung
der Kinematik im Folgenden das System der Bewegungsglegdmaus Massebilanz, Material-
gleichung und Impulsbilanz. Der Masseerhalt fiir das vgdrele Seilmodell lautet in der konvek-
tiven Form (analog Abschnitt 2.5.3)

RA . MR MR
Oyo + 0, <Q’U) =0 mit o= Jp:= det(a1 ) 1) p . (4.91)
RR R \RR R RR R R

Diese Gleichung ist von den Ubrigen beschreibenden Gleggruentkoppelt I6sbar und das unbe-

kannte Dichtefeld kann in einer nachtraglichen Rechnursgtoent werden. Fur die Impulsbilanz

wird zunéchst die Definition fur die Flache in der RefereaggerungA, bendtigt, welche aus der
R

Querschnittsflache des Seils mit

Ap(z) = At =0,x) (4.92)
R R
hervorgeht. Aul3erdem ist die Definition der SeilspannurdeinReferenzplatzierung erforderlich
o= (4.93)
R - A_O y .
R

wobei eine Uber den Seilquerschnitt konstante Spannurtggduag angenommen wird und der
Ausdruck/N die Seilnormalkraft in der Referenzplatzierung beschir&bmit lautet die Impulsbi-

R
lanz (in advektiver Form analog Abschnitt 2.5.4)

M
0= 43,8 —DivP — pf (4.94)

RA R R R RR
A RA\ MA MR A

:p(80+81D-'U) v—@l(P)—pf (4.95)
R \R R R R R R RR

MR

zﬁ(aﬁalm%*‘) (%A+%R+%A)—31(P)—,6‘f , (4.96)

R \R R R R R R R R RR

wobei » die Ausgangsdichte in der referentiellen Darstellung lobret. In Verbindung mit der

R
Materialgleichung fir lineares Materialverhalten und kleinen Deformationen dargestellt in der
Referenzplatzierung
MR
E'P =9,U (4.97)
R R R
bzw. deren zeitlicher Ableitung
MR MR
dy <E1 P> —E7'9, P = 9,0, = 0,0,’t (4.98)
R R R R RR R RR R
l&sst sich das System der Bewegungsgleichungen fir dddawagte Seil als

MA

R R R R
R \R R R R \R R R R R R RR R \R R R R
MR
0 —0, E-'9,|| P 0
R R R
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aufstellen. Hierin kann der Term
f=7 (ao + 0,0 %") ki (4.100)
R R \R R R R

aus der Sicht eines mitbewegten Beobachters auch als Wirkumes zuséatzlichen kinstli-
chen Gravitationsfeldes (Beschleunigungsfeldes) imfaligr Translation interpretiert werden
(s. [KITTEL etal. 1986, S. 63]). Wird die erste Gleichung dieses Systaaoh der Zeit abgelei-
tet

MR RA A RA

0=—pd, 1 + p0,0,"4 -0 + 9,0, 9, -0,
RR R RRR R R RR R R R R

¥ (4.101)
R

und zur zweiten Zeile addiert, ergibt sich

RR RR R RR R R R R
/%HD ) ,“3 (80 +20,U ¥ + 8131_1D '60%4) —0, 80%72 2 (f - jf
RR R RA\R R R R R R R R R R R \R R
MR
0 —0, E7'9,|| P 0
R R | R ] i

(4.102)

Darlber hinaus gilt fir eine konstante Fiuhrungsgeschykaili und Starrkdrperbewegung die
Beziehung

8,0 =0 und 8,0 =0 |,
R R R R

(4.103)

so dass in diesem Fall der beschreibende Blockoperatanem 8ieil mit Zeitableitungen und einen
Teil mit Ortsableitungen additiv zerlegt werden kann

—» 0 0 0 —»0,0.% 0 5 0
R RR R R
0 p 0 Oy — —281D ¥ _Qﬁalm ¥ 9, 80/\%‘72 pf (4.104)
R R RR R RR R R R R RR
MR
0 0 E! 0 o) 0 P 0
- - R = R - - =
Mit der weiterfhrenden Umformulierung
5 0 0 0 —pa, 0.0 0| || | o
R RR R R
0 p 0 Oy — —23815'%4 _2;;315.7%;‘ 9, 80%72 —|nf (4.105)
R R RR R RR R R R R RR
MR
0 0 E! 0 0, 0 P 0
= - R = R - = -

kann der erste Teil des Blockoperators, der auf die Unbdgkarangewendet wird, sogar in einen
positiv definiten Operator umgewandelt werden. Allerdingsder zweite Blockoperator nicht
schiefselbstadjungiert.
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An dieser Stelle sei die sehr deutliche Ubereinstimmungeru Bewegungsgleichungen fir den
dreidimensionalen Fall aus Abschnitt 2.8.2 hervorgehd@be@In. (2.233) und (2.234)). In Analo-
gie zur schwingenden Saite in Gl. (3.25) lasst sich fur di€estem mit

E
2= (4.106)

die Wellenausbreitungsgeschwindigkedefinieren.



4.4 Lbsung mittelSSALERKIN -Verfahren 113

4.4 Losung mittels GALERKIN -Verfahren
4.4.1 Modellbeschreibung

Gleichung (4.102) beschreibt die LA&ngsschwingungen &eds, das in axialer Richtung mit der

FUhrungsgeschwindigkeW bewegt wird. Ahnlich den Problemstellungen aus Kapitel lvain
dieser Stelle stellvertretend fir die Problemklasse vamiti&h bewegten Kontinua mit raum-
lich festen nichtmateriellen Randbedingungen ein Belspiegewahlt. Dieses Beispiel behandelt
Abb. 4.7 folgend ein axial bewegtes Seil, das Uber zwei Rajlefihrt wird, so dass sich fur das

Seil eine freie Langéergibt®
=S
r, 0 PN
<£>> LIRS
v ! p

A A

Abbildung 4.7: Modell eines in axialer Richtung bewegtensSait rAumlich festen Lagerungs-
bedingungen

Da der Starrkorperbewegung des Seils durch die Anwenduneyg AL E-Kinematik bereits Rech-
nung getragen wurde, kénnen die nichtmateriellen Randigedigen nun in Bezug auf die Re-
ferenzplatzierung zeitlich invariant formuliert werdémter Einbeziehung von Gl. (4.102) lautet
das Anfangswert-Randwertproblem somit

N W) =) (4.107)
R
rel0,]
AN 9O ) =) (4.108)
rel0,l] R
A wo=0 (4.109)
teRsoy
A wwn=o0 . (4.110)
tERZO R
. E
mit & =— . (4.111)
P
R

4.4.2 Transformation der Bewegungsgleichung

Die Einfihrung einer ALE-Kinematik in Abschnitt 4.3 fuhreteits auf zeitinvariante Randbedin-
gungen. Demzufolge ist keine weitere Transformation natligg um die nichtmateriellen Rand-
bedingungen in eine andere Form zu tberfuhren. Es sei agr@éslle jedoch erwahnt, dass die in

% Das Ablosen des Seils von den Rollen (vglqiKUROVA 1998, KONG & PARKER 2005]) soll dabei nicht naher
untersucht werden. AuRerdem sei zwischen den Rollen undSfgheine Relativverschiebung ausgeschlossen,
d. h. der betrachtete Seilabschnitt habe stets die Largie Massentragheitsmomente der Rollen seien vernach-
lassigbar.
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Abschnitt 3.3.1 vorgestellte Transformation zu derselBewegungsgleichung fuhrt. In analoger
Weise kann demnach angenommen werden, dass

MR MR MR MR

U = T(0,—V(mo)) U ~ U =1 T(0,V(mg)) U (4.112)
R A A R
mit  V(t) = / (1) (4.113)
te[0,t]

gilt.
4.4.3 Zeitlich verénderliche Filhrungsgeschwindigkeit
Entsprechend des Vorgehens in Abschnitt 4.2.1 wird unteseleen Annahmen nachfolgend das

Gleichungssystem zur Lésung der Bewegungsgleichung resoh/@rfahren nach & ERKIN auf-
gestellt.

Die Funktion zur Beschreibung des mittleren Fehlers lantdiesem Fall

R:= (ag + 2% (mo) 8,0, + (aﬁf) ()3, — <c2 - %A(mo)Q) af) L (ao%*‘) (mo)

R
(4.114)
Mit dem Separationsansatz nach Gl. (4.19) ergibt sich
2
R Zkean ((8&% + <@> <02 — %)A(m()y) 77/);§> @ pr + ...
o ((065Y) (moyun + 27 (mo) (B)) @ (Boen) + (2, (m0)>
(4.115)

In der Formulierung nach Gl. (4.31) folgen fiir die Matrizeh GG, K identische Ausdriicke. Einzig
Matrix I" ergibt sich unterschiedlich zu

o], = (%) © [ @) 06,0 (4.116)
rel0,]]

- (%) @ / (k1) T cos(k +1) T)sin((+ 1) ) (4.117)
rel0,]]

(k+1)(j+1) _ _
:2<80%“> (t){ 12— (117 , (7 # k) A ((J + k) mod 2 # 0)

0 , sonst

(4.118)

Im Gegensatz zu den Herleitungen fiir die axial bewegte &itkese Matrix schiefsymmetrisch,
was sich positiv auf die Selbstadjungiertheit des Problantsdamit die Wohldefiniertheit aus-
wirkt (s. hierzu auch [MUILLER 1977]).
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4.4.4 Zeitlich unveranderliche Fuhrungsgeschwindigkeit

Fur den Fall, dass eine zeitlich unveranderliche Fuhruegsgrindigkeit angenommen wird, be-
sitzen die Bewegungsgleichungen des axial bewegten Seildie der axial bewegten Saite diesel-
be Struktur (vgl. Gl. (4.114) und Gl. (4.20)). Dementspesuthgelten fur die LAngsschwingungen
eines axial stationar bewegten Seils die Schlussfolgemiags Abschnitt 4.2.2.

4.4.5 Ortszeittransformation und Separationsansatz

Die in Gl. (4.105) gezeigte Bewegungsgleichung des axmaklgéen Seils ist dem Gleichungssy-
stem der dreidimensionalen Formulierung einer Bewegun@®skomposition der Bewegung sehr
ahnlich. Im Vergleich zu dem in Abschnitt 2.8.1 hergel@teSystem fallt jedoch auf, dass der
Blockoperator, welcher die Ortsableitungen enthalt, ngdiiefselbstadjungiert ist. Damit kann
nach [RCARD 2009] die Wohlgestelltheit des Problems nicht sicherdiesterden. Um die in
[PIcARD 2009] geforderte Struktur, nach welcher die Existenz, Eutigkeit und Stetigkeit der
Ldsung gezeigt wurde, zu erhalten, wird im Folgenden eiteabh&ngige Transformation der Zeit
erarbeitet. Damit wird die Zeit ortsabhéngig, es wird déslaach von der sogenannten Ortszeit
gesprochen (vgl. [MTTHIEU 1961]).

Zur Unterscheidung der Notation werden alle Gro3en, waltder Ortszeit formuliert sind, durch
ein untergestellte® gekennzeichnet. Die in der Zeit lineare Transformatiotdbrzunachst allge-
mein fUr ein noch nicht bestimmtés ¢ R

f = T(Bml,O)f = f = T(—Bml,O)f . (4119)
@] R R O

Nun ist der KoeffizientB zu finden, fir den die Bewegungsgleichung die gewlnschteisir
erhalt. Daflr ist zun&chst der Einfluss der Transformatidrdee gebildeten Ableitungen zu ermit-
teln und in die Bewegungsgleichung einzuftili¥fen

(0X@) (@ O @ o)
@ o o oo 0 o 0 o olldo | oo
R MR
0 Bo, — 0, E~19, P 0
o o o |L9 1 L
) i (4.122)
Mit Festlegung der neuen Grol3en
=0, Y (4.123)
@] oo O
MR
P = Eo, U (4.124)
@] o 0

99 Aus der Anwendung der Kettenregel folgen die Beziehungen
9y (T(Bml,())f) = T(—Bm1,0) (aof) ) (4.120)
O O

31 (T(Bml,o)(J;) = T(—Bm;i,0) (—Bao + 31)27; . (4-121)
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entsteht
70‘30 Zfé Aa1 0 —2%:‘ - 0 ]
(OX6] o @) o
2
o z(<1_23%f*+gz (v —§>>ao+2cal> o, o || 4
0 4 o o o 00 00
MR
0 E~19, P 0
I o ol ¢ ] L
(4.125)
. 2 B
mit ¢=%-B| (V) -S| . (4.126)
p
o

Im Fall C' = 0 lasst sich der Systemoperator in einen positiv definitenaindn schiefselbstad-
jungierten Teil zerlegen. Demnach muss fur den Koeffizieiteyelten

ki) E
B:=— S omit = (4.127)
2 RA
cc— (v P
@
und es ergibt sich
o - ] N )
0 0 MA [ ]
b 0 —z;)‘%*‘al ol |[=7%"] |o
<7%A>2 o o
0 pll+——2| 0|4 - —z;}%’*a o ol |8, | =|pf
© 2 — <v> o o o 00 00
MR
0 d, P 0
0 0 E1 o o ]
) ) (4.128)

als transformierte Bewegungsgleichung. Diese kann rfetkeiher Entwicklung in Eigenfunktio-

nen geldst werden. Die Eigenfunktionen zum Operéatcauf dem beschrénkten Gebiet= [0, |
lauten

(Dr)gers = (w §s1n<<k+1)§g)> , (4.129)

keN

was aus dem zugehorigem&M-LIOUVILLE -Problem folgt. Mit dieser vollstandigen und or-

thonormalen Familie von Funktionen kann das Anfangswebiem fir'y" in der orthonormalen
o
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Reihe
GEY (ak expa(l + 1)) + fexp(-alk + 1)57%)) ale) (4.130)
keN
g (&) =" (07,8) =D (o + Br) dr(§) (4.131)
© © keN
Uy (€) = (aoﬂ?f) (07,8 = ok + 1)577T (a — Br) o1 () (4.132)
© © keN
o CQ—@AY 170
mit =t = (4.133)

ausgedruckt werden, da die Eigenfunktionen eineBHRT-Basis bilden. Dabei ist der Aus-
druck ¢ die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit des transfotemeProblems. Die BURIER-

Koeffizienten kdnnen mithilfe einerdurIER-Reihenentwicklung voﬁﬂf undﬂqﬂ2 als
(@]

0
1 MR , = l MR, — —

=3 /(I(LDO(S)JFW%(Q)%(@ , (4.134)
elo,]]
1 MR ,— l MR, — —

fi=g [ (0 - O ) (4.135)
&elo,1]

angegeben werden. Die Rucktransformation der Ortszeagt gein Einfluss der nichtmateriellen
Randbedingungen auf die Wahl der Anfangsbedingungen

Mo (&) = W0, &) = U0 + B, &) = "W(BE,©) (4.136)
O O R R

Uy () = (%@ (0*,€) = (%@ (0* + BE,€) = (%%R) (BE,€) . (4.137)
(@) (@) R R

Wie zu erkennen ist, bezieht sich die Formulierung der Agédedingungen des Ausgangspro-
blems nicht mehr nur auf den Zeitpuntkt= 0", sondern auch auf die zuriickliegende Bewegung
bis zum Zeitpunkt = B£. Da bei Vorgabe der Anfangsbedingungen die Periodizitdgdsuch-
ten Losung berlcksichtigt werden muss, kdnnen sie bei dediesem Abschnitt vorgestellten
Losungsansatz nicht mehr explizit vorgegeben werden. &anist es mdglich, die Losung be-
zuglich der Anfangsbedingungen des mithilfe der Ortszaiigformierten Problems anzugeben

A:%R (t,s) = Z (apexp(r(k+1)c(t+ Bs)) + Brexp(—t(k+ 1) c(t + Bs))) ¢k (s)

(4.138)

4.4.6 Auswertung

Bei der Herleitung der Losung mithilfe desaGERKIN-Verfahrens war der einzige Unterschied
zwischen axial bewegter Saite und axial bewegtem Seil aidera MatrixI". Um den Einfluss
dieses Unterschieds analysieren zu konnen, wird deshaltlebeuswertung dasselbe Beispiel
wie in Abschnitt 4.2.4 verwendet. Demnach lauten die An&osglingungen
uo(s) = ﬁsin(w?) , (4.139)
ui(s) =0 (4.140)
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und die Funktion der linear ansteigenden Fiihrungsgescligkieit

(1) = 0,35¢ (;t) . (4.141)

Der Losungsverlaufistin Abb. 4.8 wiedergegeben. Darinwgt bei den Saitenquerschwingungen
in Abschnitt 4.2.4, die mit der Zeit auftretende ortsabhgad/eranderung des Schwingungsver-
laufs gegentiber der Losung eines unbewegten Seils zu ekeAnch wenn sich die Verlaufe fur
die Saitenquerschwingungen und die Seillangsschwingungnt direkt vergleichen lassen, so
sei an dieser Stelle das Verhalten beider Losungen kuragbgegestellt. So unterscheiden sich
die Darstellungen der Losungen fiir Saite und Seil trotzleergbarer Verlaufe fur Anfangs- und
Randbedingungen sowie Fuhrungsgeschwindigkeit. Bei dsuhg fir das Seil fallt die ortsab-
hangige Veranderung des Schwingungsverlaufs geringaalalei der Losung fur die Saite (vgl.
Abb. 4.5 und Abb. 4.8). Dieses Verhalten ist auf die Unteesid der beschreibenden Differenti-
algleichungen fur Saite und Seil zurtickzufihren.

2,0 : : +1,0
. +0,8

t/(/c)
(t,s) /i

0,0 i g ~1,0
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

s/l

Abbildung 4.8: Seillangsschwingungen fur eine sinusfggemnfangsverschiebungsfunktion und
verschwindende Anfangsverschiebungsgeschwindigkaitevie eine linear an-

steigende FUhrungsgeschWindigkeitsfunkt%n
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In Abschnitt 4.4.5 wurde eine analytische Losung mithileeer Transformationen gefunden.
Zum Ersten ist dies eine Transformation von der materidbanstellung der Ausgangsplatzie-
rung A zur rdumlichen Darstellung der Referenzplatzierddgind zum Zweiten eine Ortszeit-
transformation in eine physikalisch nur schwer intergrbiare Hilfsplatzierung@.

Bei der Auswertung eines beliebig gewahlten Beispiels kdntiese Transformationen anhand
der Lésungsverlaufe in der jeweiligen Platzierung nadzeglen werden. Dazu werden eine si-
nusformige Anfangsverschiebungsfunktion und verschemag Anfangsverschiebungsgeschwin-
digkeiten in der Platzierun§

MR S

%0 (s) = ﬁsin(wz) : (4.142)
U (s) =0 (4.143)
@]

sowie eine vom vorherigen Beispiel abweichende konstaieungsgeschwindigkeit von
B(t) = 0,5¢ (4.144)

gewahlt.

Im ersten Schritt des Lésungsprozesses wird die gestetiterdyswert-Randwert-Aufgabe in der
Platzierung der Ortsze{® geldst. Der Losungsverlauf entspricht der Losung der eiedsiona-
len Wellengleichung fur eben diese Anfangs- und Randbeuliggn (s. Abb. 4.9(a)). Durch die
Rucktransformation in die ReferenzplatzieruRgvird die Losung in Richtung der Zeitachse ver-
zerrt (s. Abb. 4.9(b)). Dieses Resultat entspricht in agedNVeise den Schlussfolgerungen in
Abschnitt 4.2.2 zur Einfihrung von Eigenformen, die nictgtmorthonormal sind. Wie bereits zu
Gl. (4.138) erlautert wurde, weichen die Anfangsbedingumndes Ausgangsproblems (formuliert
in der Referenzplatzierung) aufgrund der Rucktransfoionater Ortszeit von den Anfangsbedin-
gungen des in der Platzierung der Ortszeit formulierteieros ab. Aus Abb. 4.9(c) geht hervor,
dass sich dieses Verhalten auch bei der weiterfihrendektf@iisformation der Losung aus der
Referenz- in die Ausgangsplatzierung nicht &ndert.



120 4 Axial bewegte eindimensionale Kontinua mit nichtmatégieRandbedingungen

3,0 +1,0 3,0 +1,0
40,8 +0,8
2,5 2,5 F d
+0,6 +0,6
| s 4
2,0 +04 2,0 {1
. 1+02 & s 1+02 =
< ) < £)
= 15} {H +0.0 - = 15F {H +0.0 -
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- {02539 {02 53K
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0,5 0,5 F i 0.6
7078 *0,8
0,0 —-1,0 0,0 | . -1,0
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s/l s/l
(a) Darstellung der Losung in der Platzierung der(b) Darstellung der Losung in der Referenzplatzie-
OrtszeitO rungR
3,0 +1,0
+0,8
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(c) Darstellung der Losung in der Ausgangsplatzierdn®ie Trajektorien der sich relativ zum Beobach-
ter bewegenden Lager sind durch schwarze Linien hervotggho

Abbildung 4.9: Lésungsverlauf bei sinusférmiger Anfangschiebungsfunktion und konstanter

FUhrungsgeschwindigkefﬁf = 0,5¢) fur verschiedene Platzierungen (verschwin-
dende Anfangsverschiebungsgeschwindigkeiten)
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5 Experimentelle Studie zu eindimensionalen Kontinua mit rchtmateriel-
len Randbedingungen

5.1 Versuchsaufbau

Als Ergédnzung zu den analytischen und numerischen Betraghh der Saitenschwingung in den
Kapiteln 3 und 4 werden im Folgenden Experimente an einetedastrument erlautert und aus-
gewertet. Untersuchungsgegenstand sind dabei sowohtiellatals auch nichtmaterielle Rand-

bedingungen.

Das verwendete Instrument ist ein sog. Monochord, das mit Stahlsaiten unterschiedlicher
Durchmesser bespannt ist. Die Mer8Ubetragtl,, = 1 m. Alle in diesem Abschnitt erlauter-
ten Experimente am Monochord werden an einer auf die Graqdénzl 10 Hz gestimmten Sai-

te durchgefuhrt. Zur Tonabnahme dient ein Elektret-Kosderrmikrofon, welches im Abstand

von sy = Im/5 befestigtist (s. Abb. 5.1(a)).

Mikrofon bewegliches Zwischenlager

v(t)
9

VR 4

1(t)

Im

(b) praktische Umsetzung des beweglichen Zwischenlagers

Abbildung 5.1: Versuchsaufbau am Monochord

Die Saite wird an der Stelle; durch Zupfen ausgelenkt und das Zwischenlager mit der jewei
gen Positiorsg von Hand mit der Geschwindigkeitbewegt. Zur Aufnahme und Digitalisierung
des Tonsignals wird das Mikrofon an eine PC-Soundkarte suidessen. Als Software wird der

100 Bej Saiteninstrumenten wird die frei schwingende Saitegdéals Mensur bezeichnet.
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Audioeditor und -rekorder BDACITY verwendet. Die Messungen kdnnen so im unkomprimierten
~-Waveform Audio File Format” mit einer Abtastrate vad,1 kHz abgespeichert werden.

Wie Vorversuche ergaben, eignen sich handelsibliche wetdcche Monochordstege mit einer
Metallkante nicht dafir, die nichtmaterielle Randbedimgum Versuch umzusetzen. Der Grund
hierfur liegt in den relativ starken Nebengerauschen, dield das Kratzen der Metallkante auf
der Saite entstehen. Deshalb wird als Zwischenlager eiglebdr gelagerte Seilrolle verwendet
(s. Abb. 5.1(b)).

Um den Versuchsaufbau zu prifen, wird zunéchst das Signes &eferenzversuchs untersucht.
Dazu wird eine Stimmgabel angeschlagen und auf den Reskirgez des Monochords aufgesetzt
(vgl. Abb. 5.2). Der Signalverlauf fur diesen Referenzuetsist in Abb. 5.2(b) dargestellt. Im
Folgenden wird vor allem der zeitliche Signalverlauf asayt und es wird nicht naher auf die
Lautstarke des Signals eingegangen, deshalb ist das Sighdie maximale Amplitude normiert
Uber die Zeit aufgetragen. Wie sich deutlich erkennen Jdgstmt die Amplitude des Signals
Uber die Zeit merklich ab, d. h. es ist gedampft. Grinde tiesind u.a. in der Material- und
Strukturddmpfung sowie der dampfenden Wirkung der die Btyalbel und den Resonanzkdrper
umgebenden Luft zu suchen.
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(a) Aufsetzen der Stimmgabel auf dem Reso-
nanzkorper des Monochords

71’0 Il Il Il Il Il Il
4
t/s

ot
(=]
N

(b) experimentell bestimmtes Signal

Abbildung 5.2: Referenzversuch mit einer Stimmgabel

Die charakteristischen Frequenzen, aus denen ein Sigsahwuengesetzt ist, lassen sich an
seinem Frequenzspektrum ablesen. Dieses kann durch eriER-Analyse der periodischen
Fortsetzung des gesamten Signals oder eines Teils deslsSggw@onnen werden. Das Ergeb-
nis einer solchen Analyse mithilfe der SchnellebURIER-Transformation ist in den Abb. 5.3(a)
und 5.3(b) fur den Anfangs- und den Endzeitpunkt wiedergeg®?! Die Lange des Abtastfen-
sters betragt dabd9o6 Datenpunkte und um den Einfluss des sog. Leck-Effektes zingern
wird ein sog. FANN-Fenster eingesetzt. Dariiber hinaus wird ein logarithn@sé®egelmall fir die

FouRrlEr-Koeffizienten

L:=20dBlg (C—’“) + L (5.1)

Umax

definiert (vgl. [STEIN 1997, S. 56]), wobei die GURIER-Koeffizienten der SchnellendurRIER-

101 Als Bezugszeitpunkt wird der Beginn des Abtastfenstersidiy
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Transformation mit; bezeichnet sind. Das Pegelmafist mit
Ly :=20dB-3 = 60dB (5.2)

so gewabhlt, dass Werte von Koeffizientgnunterhalb vonumay/1000 ausgeblendet werden. Um
Frequenzspektren verschiedener Zeitpunkte besser wdrgezu kdnnen, ist das aufgetragene
Pegelmal’ normiert aufgetragen und als BezugsgroRRe giliilssden gesamten Signalverlauf
grol3te Pegelmali .

Wie das Frequenzspektrum in Abb. 5.3(a) zeigt, wird der Kamom von440 Hz von der Mes-
sung relativ gut erfasst. Desweiteren lasst sich erkeroeess das Pegelmalf? fur h6here Frequen-
zen tendenziell abnimmt. Beim Vergleich der Frequenzspaktu verschiedenen Zeitpunkten
l&sst sich die bereits erwdhnte Dampfung des Signals an blealAne des Pegelmaldes ablesen
(s. Abb. 5.3(a) und 5.3(b)).

Um die Veranderung des Frequenzspektrums uber die Zeiysaaaean zu konnen, wird im Fol-
genden die Darstellung eines Sonagrammes gewabhlt (s. Abe)b Hierbei werden zahlreiche
Schnelle BURIER-Transformationen auf sich tberlappende AbtastfensterSignals angewen-
det. Werden die dadurch erhaltenen einzelnen Frequertzspéiber die Zeit in einem Diagramm
aufgetragen, entsteht der Eindruck eines zeit-kontifichemn Frequenzspektrums. Wie zu erwar-
ten ist, verandern sich die Frequenzmaxima beim Refergmbeder Stimmgabel Uber die Zeit
nicht. Im Idealfall einer monofrequenten Schwingung egggilbh eine einzelne vertikale Spektral-
linie bei der Frequenz40 Hz. Die Dampfung des Signals kann im Sonagramm als Abnahme de
Intensitatl abgelesen werden.
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(a) Frequenzspektrum zum Bezugszeitpunkt0

L/ Lax

0,0
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(b) Frequenzspektrum zum Bezugszeitpunkt7 s

t/s

o
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L/ Lax

| | S—
880 1320 1760 2200
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(c) Sonagramm

Abbildung 5.3: Frequenzspektren und Sonagramm zum Sigmed 8timmgabel
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5.2 Untersuchung des Einflusses materieller Randbedingueg

Um die Versuchsergebnisse am Monochord mit materiellemBedingungen besser einordnen zu
konnen, erfolgt zun&chst eine analytische Untersuchungadevingenden Saite mit materiellen
Randbedingungen.

Fur die Bewegungsgleichung einer idealen Saite der Lange
[ := const. (5.3)

mit materiellen Randbedingungen existieren zahlreictadyéische Losungen. So lautet die klas-
sische Losung fur die Transversalverschiebumgithilfe eines Separationsansatzes

ct l . ct\\ . s
u(t,s) = k; <ak cos(/mT) + %51@ sm(lmrT)) sm(/mj) , (5.4)

wobei die FOURIER-Koeffizientena,, und 5, aus den Anfangsverschiebungensowie den An-
fangsverschiebungsgeschwindigkeitgrmit

&k:% / (uo(E)sin(kJW?)) , (5.5)
5€[0,21]

ﬁk:% / (uﬂ?)sin(lm?)) (5.6)
5€[0,21]

bestimmt werden koénnen (vgl. BN 2013]). Die Anfangsbedingungen fur Zupfen an der Stel-
le s; mit der Zupfamplitude: lauten
si ,s €10, sz]
up(s) =a F_ ; (5.7)
;S € [827 l]

Sz — l
ui(s) =0 (5.8)

und die zugehdrigen@URIER-Koeffizienten lassen sich nach4BN 2013, S. 14] analytisch zu

L G (. K 221
T (k) fzgi I (Sm(fz ) —sin(kr éz— I )) @omit &zi=sz/l (5.9)

Br =0 (5.10)

bestimmen. Damit ergibt sich flr den Zeitverlauf der Verebbingen an einer festen Stelig

u(t) = Z aksin(/msTM) cos(lmr%t) : (5.11)

k€N>o

Wird ein solches Signal der in Abschnitt 5.1 beschriebenenfER-Analyse unterzogen, so
ergibt sich fur die zugehdrigendurRIER-Koeffizienten

k= Qg sin(k:WSTM) : (5.12)
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In Abb. 5.4 sind die Frequenzspektren fur eine Saite der €dng- 0,75/, deren Grundfre-
quenz146,6 Hz betragt, fur verschiedene Zupfpositionen dargest&liDaraus kann abgelesen
werden, dass sich die Schwingung aus einem Grundton (mitRegelmal¥y. = 1) und meh-
reren Obertonen zusammensetzt. Aul3erdem ist deutlichkemmen, dass das Pegelmald mit zu-
nehmender Frequenz abnimmt. Es ist dariber hinaus agffddss bestimmte Partialtone im Fre-
guenzspektrum verschwinden. Dieses Phanomen kann mit@tfGIn. (5.9) und (5.12) begrindet
werden, denn in Abhéngigkeit der Stellenund sy, ergeben sich die jeweiligen Sinusanteile fur
gewisse Indize& gerade zu null (vgl. [AHN 2013]). Wie stark der Einfluss der Zupfposition ist,
zeigen die relativ grof3en Unterschiede der Abb. 5.4(b) uaA¢tbbei einem relativ kleinen Unter-
schied der jeweiligen Zupfpositio®
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Abbildung 5.4: Analytisch bestimmte FrequenzspektrenAd8aite fur verschiedene Zupfpositio-
nens; (feste Zwischenlagerpositioi = 0,75/)

102 pje Grundfrequenz dieser Saite wurde so gewéhlt, dasscl@eeisch der Frequenz einer duf) Hz gestimmten
Monochordsaite (A-Saite) mit einem Zwischenlager an dell&tg = 0,751, entspricht.

103\ird als Zupfposition und Abtastposition jeweils ein iicataler Anteil der Saitenlande/orgegeben, so verschwin-
den im Allgemeinen keine Partialténe mehr.
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Mit diesen theoretischen Betrachtungen als Grundlagemesish die Versuchsergebnisse am Mo-
nochord sehr gut bewerten. Dazu sind in den Abb. 5.5 und p&sentativ Versuchsergebnisse
fur zwei unterschiedliche Zupfpositionen angegeben. \\dle an beiden Darstellungen erkennen
lasst, setzt sich das Signal der realen Schwingung eberfal einem Grundton und mehreren
Obertdnen zusammen und das Pegelmald nimmt tUber die Zeitiab.das Frequenzspektrum der
analytischen Losung und der Versuchsergebnisse stimratlgerelativ gut Gberein. Experimentell
werden jedoch einige Partialtone ermittelt, die in der wisdhen Losung nicht auftauchen. Dies
ist u.a. auf das Zupfen von Hand und die in der Realitat vatbaa Biegesteifigkeit der Saite
zurlckzufuhren. Zum einen ist die Genauigkeit der Zupfmsibeschréankt, was die bereits zu
Abb. 5.4(c) erlauterten Auswirkungen hat. Zum anderenrstm die Anfangsbedingungen des
Saitenverlaufes in Versuch und Modell nicht exakt tGberdamn im Experiment ergibt sich an
der Zupfposition ein gekrimmter Saitenabschnitt, wahiaraer analytischen Loésung ein Knick
unterstellt wird.

Dartber hinaus wird im Experiment die frei schwingende édénge durch das Zwischenlager
in zwei Abschnitte unterteilt. Bei der analytischen Loswigd einer dieser Abschnitte jedoch
vernachlassigt. Fur die Beispiele aus den Abb. 5.5 und Srédpadie Lange des nicht bericksich-
tigten Abschnitte$),25/,,. Dies erklart das zusatzliche Auftreten von Pegelmal3eNiedachen
der Frequenz = 440 Hz (z. B. bei880 Hz und1760 Hz) in Abb. 5.5(c).
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(c) Sonagramm der Versuchsergebnisse

Abbildung 5.5: Frequenzspektren und Sonagramm zum Signat éeis; = 0,5, gezupften
Saite (feste Zwischenlagerpositieg = 0,75[1,)
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(c) Sonagramm der Versuchsergebnisse

Abbildung 5.6: Frequenzspektrum und Sonagramm zum Signal beis; = 0,2l gezupften
Saite (feste Zwischenlagerpositieg = 0,75(1,)
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5.3 Untersuchung des Einflusses nichtmaterieller Randbedgungen

Im Gegensatz zu Abschnitt 5.2 wird nachfolgend die Saitensgyung am Monochord mit einer
nichtmateriellen Randbedingungen analysiert. In Abb.kBifnen die Versuchsergebnisse fir ein
Glissando mit mittlerer Geschwindigkeit betrachtet werdeabei wurde die Zwischenlagerposi-
tion sg ausgehend von der Anfangsposition vwgn= 0,75/, mithilfe des Rollenlagers vergréert
(s. Abb. 5.1).
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(c) Sonagramm der Versuchsergebnisse. Der Befeitsh< ¢ < 0,5s, in dem der Versuch rechne-
risch nachvollzogen wird (s. Abb. 5.8), ist durch zwei gebilte Linien begrenzt.

Abbildung 5.7: Frequenzspektrum und Sonagramm zum expetetl ermittelten Signal einer
beisz = 0,2l gezupften Saite und Glissandeg (= 0,75(, flr ¢ = 0)
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Am Verlauf der Spektrallinien des Sonagrammes in Abb. .[&&st sich die Bewegung des Zwi-
schenlagers sehr gut nachvollziehen. Nach dem Loslass&ade wurde das Zwischenlager aus
der Ruheposition mit zunehmender Geschwindigkeit bewadthis zum Ausklingen der Saite
wurde die Geschwindigkeit des Zwischenlagers wieder ks 3tillstand des Zwischenlagers re-
duziert. Insgesamt verringern sich die Frequenzen deraRarte der Saite, da sich durch diese
Bewegung die frei schwingende Saitenlange vergroertigh. B.7(a) und 5.7(b)). Da die Fre-
guenz der Partialtone vom Kehrwert der freien Schwinguingg der Saite abhangt, nimmt die
zeitliche Veranderung der Spektrallinien mit steigendegkEenz im Sonagramm zu.

Mithilfe der theoretischen Uberlegungen aus AbschnittuB8 der daraus resultierenden analyti-
schen Losung kann der beschriebene Versuch auch reclimadsbvollzogen werden. Dement-
sprechend erfolgt die Simulation eines Teils des aus eingmerinent ermittelten Sonagrammes
in Abb. 5.7(c). Fur die Geschwindigkeit des Zwischenlagerd in diesem Fall die Funktion

0 ., 0 <t<0,2s
m
v(t) = 0,6§ , 02s <t<0,5s (5.13)
0 , 0,08 <t

vorausgesetzt. Die mit diesen Modellparametern bestimftgebnisse sind in Abb. 5.8 flr den
Zeitbereich, in dem eine Lagerbewegung stattfindet, deetieSie zeigen eine zufriedenstellende
Ubereinstimmung mit den Versuchsergebnissen.

Um die Richtigkeit dieser Ergebnisse sicherzustellendeum Rahmen der Arbeit [HN 2013]
ein auf einer expliziten Zeitintegration basierendes Miogetwickelt, das auch materielle und
geometrische Nichtlinearitaten beriicksichtigt. Da digdbnisse beider Modelle im linearen Fall
qualitativ und quantitativ iUbereinstimmen, wird jedocli eme grafische Gegenuberstellung der
Ldsungen an dieser Stelle verzichtet.
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Abbildung 5.8: Sonagramm zum numerisch bestimmten Siginar deis; = 0,2, gezupften
Saite und Glissandai§ = 0,751, fir ¢t = 0)
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6 Rilckschliusse auf die Transformation der Bewegungsgleiahngen fir
dreidimensionale Kontinua

6.1 Allgemeines

In den Kapiteln 3 und 4 werden eindimensionale Kontinua mectitmateriellen Randbedingungen
untersucht. Fir Rickschlusse von den betrachteten eindior@alen Beispielen ist eine konsi-
stente Ableitung der eindimensionalen Bewegungsgleigbnraus der dreidimensionalen konti-
nuumsmechanischen Darstellung sinnvoll. Aufgrund ihregdnges entfallt diese Herleitung in
dieser Arbeit, sie kann jedoch in BRL 2011] auf Grundlage derselben Notation nachgelesen wer-
den.

Aus einem solchen konsistenten Ubergang zwischen dreidiimealen und eindimensionalen
Kontinua folgt unmittelbar, dass sich Ergebnisse aus girdsionalen Betrachtungen nicht direkt
auf dreidimensionale Probleme uibertragen lassen. NebreBeonderheiten bei der Ubertragung
der Ergebnisse von eindimensionalen Untersuchungenudigex Ausnutzung von geometrischen
Symmetrien herriihren, gibt es noch eine Vielzahl anderekE, die mit den vereinfachten Mo-

dellen aus den Kapiteln 3 und 4 nicht erfasst werden konreist s mit den vorgestellten Model-

len nicht ohne weiteres moglich, sehr komplizierte dreglgionale Bewegungen wie beispiels-
weise das Abwickeln einer Textilfaser von einer Spindelimusieren!%4

In den Anwendungsgrenzen der dargestellten Modelle sishocje, wie im Folgenden diskutiert

wird, einige wichtige Ruckschlisse fur Systeme mit nichteriallen Randbedingungen maéglich.
Dabei sei die Geschwindigkeit der jeweils abgespaltetdmiigsbewegung ausreichend klein,
denn wie sich bereits bei der eindimensionalen Modelligrgezeigt hat, wird die Losung mit

Erreichen der Wellenausbreitungsgeschwindigkeit séngisl. z. B. Gl. (4.50)).

Im Sinne der Anschaulichkeit werden in den Abschnitten 8@ &3 die Ergebnisse der eindimen-
sionalen Betrachtungen auf den Rollkontakt eines Radegiaaf Schiene angewandt. Hierbei
wird das System Rad-Schiene in zwei Anteile aufgeteilt. Zarsten wird die axial unbeweg-
te Schiene betrachtet, tiber die Randbedingungen bewedemebdiesem Teilsystem werden die
Ruckschlisse der Untersuchung axial unbewegter eindiovadsr Kontinua zugeordnet (Kapi-
tel 3). Zum Zweiten werden Schlussfolgerungen zu einem &asliilber Randbedingungen bewegt
wird, aus der Analyse axial bewegter eindimensionaler Kostgezogen (Kapitel 4).

6.2 Ruckschlisse aus dem Verhalten axial unbewegter eindensionaler Kontinua

Im Allgemeinen kann das in Abschnitt 6.1 erwéhnte Beispigeaxial unbewegten Schiene (mit
elastischem Materialverhalten) durch das Different&tgiungssystem

LU=F (6.1)
,360 —Div v ,/3f
mit L= L u= M, P MY (6.2)
—sym o 9, €719, o 0
M

104unter anderem kann das bei dieser Anwendung auftretendeafoben der Faser (engl. ballooning) nicht abge-
bildet werden (s. [MES et al. 1968]).



134 6 RUickschltisse fiir dreidimensionale Kontinua

beschrieben werden (vgl. Abschnitt 2.8.1). Als die vomewtlen Rad verursachten Verschie-
bungsrandbedingungen kann der Zusammenhang

B, V(1)) = g(t) (6.3)
M

angenommen werden, wobei die Funktipdie zeitabhangige Deformation der Schiene unter dem
Rad berticksichtigt?® Der nichtmaterielle Charakter dieser Randbedingungen voh ihrer zeit-
abhangigen Position. Dabei i8t(¢) die vom Rad zuruckgelegte Strecke. Wird eine zum Kapitel 3
vergleichbare Transformation der Unbekanniewerwandt

W = T(O,V(mo))U = U =: T(O,—V(mo))W , (64)

so entsteht ein System mit scheinbar materiellen Randgedgen. Schliel3lich folgt fur die Lo-
sung des anfangs betrachteten Systems

-1
U =70vmo) (L0 -vmy) F - (6.5)

Aus dieser Darstellung kann gefolgert werden, dass desfoemierte Operatof. 7 v (m,)) ZU
invertieren und anschliel3end die erhaltene Losung desiaanation aus Gl. (6.4) zu unterziehen
ist. Dieses Vorgehen ist fur beliebige (auch instation&egchwindigkeitsfunktionem maglich.

6.3 Rickschlisse aus dem Verhalten axial bewegter eindimg&innaler Kontinua
6.3.1 Instationare Fihrungsbewegung

Die Bewegung eines auf einer Schiene rollenden Rades kamer \Werwendung einer
ALE-Kinematik im Allgemeinen durch das Differentialgl@igngssystem

LU=F (6.6)
—5 00,0;'0-0 0
R RR R R
mit L= |pdy+p00-% pdy+pd0- % ~Div| (6.7)
RR RR R RR RR R R
0 —sym o 0, g—lao
R R R
i :
R
U= |0u| | F:= 73(1” —GO%A—@%A%A) (6.8)
R R R \R R R RR R
MR
P 0
L R = L -

beschrieben werden (vgl. Abschnitt 2.8.2). Durch die Angerg der ALE-Kinematik wird aus

dem Ausgangssystem mit nichtmateriellen Randbedinguege®ystem mit materiellen Rand-
bedingungen. Doch auch wenn die Randbedingungen fur digggtem materiellen Charakter
besitzen, ergeben sich fur die allgemeine Losung einigaviecigkeiten.

105pje Kennzeichnung gegebener Randbedingungen durch dieoHiebungo geht hierbei auf die Notation aus
Abschnitt 2.7 zurick.
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Wie sich am Blockoperatof ablesen lasst, handelt es sich um ein System von partielfés D
rentialgleichungen mit zeitveréanderlichen Koeffizienterenn die Geschwindigkeitsfunktion der

FUhrungsbewegun@A zeitveranderlich ist. Dementsprechend sind zur Lésungegid’roblems
mit einer instationaren Fuhrungsbewegung, oﬂﬁf = 0, vor allem numerische Verfahren ge-

A
eignet. Ein solches Vorgehen kann beispielsweise auf effeparationsansatz nach dem-G
LERKIN-Verfahren beruhen. Dabei wird die Gesamtbewegung aus bagrenzten Anzahl von
Eigenmoden in der referentiellen Beschreibung zusamnsetzigvgl. Abschnitt 4.2.1).

6.3.2 Ortszeittransformation fir eine stationare Filhrungsbewegung

In Abschnitt 4.4.5 wird die Einfihrung einer Ortszeit vosgklagen, um die Bewegungsgleichung
eines axial bewegten eindimensionalen Kontinuums in esftestadjungierte Form zu tberfuhren.
Als Schlussfolgerung aus der Behandlung eindimensiorat#sleme mit nichtmateriellen Rand-

bedingungen wird diese Transformation im Folgenden awdreadlgemeinen dreidimensionalen
Fall Gbertragen.

Ausgangspunkt stellt das in Abschnitt 2.8.2 formuliert&lpeoblem dar. Es lautet in zusammen-
gefasster Form

LU=F (6.9)
R R R
—1
mit L= [:0-9 9y+20,0-9 —p Div| | (6.10)
R R R R R R R
0 —sym o 0, €'y,
R R R
—ZA’;I’]A 0
R
v=|0u| | F=|f-07v % (6.11)
R R R R R
MR
P 0
L R = L =

und ist fur eine zeitunveranderliche FUhrungsgeschwk&iig%;A gultig. Im Gegensatz zur ein-
dimensionalen Problemstellung aus Kapitel 4 kann sich iddibedurch o' vorgegebene Bewe-

RA
gung ¢ als allgemeine stationare Bewegung aus einer Translatidreiner Rotation zusammen-
setzen.

Die gesuchte Ortszeittransformation sei, wie in Abschih#t5, linear vom Ort abhangig

g, = T( 2 -~ ’7;, = T(—b-ml,o)h’ , (6.12)

b 'm1,0> o
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wobeib ein noch zu bestimmender Vektor {8¢.Daraus ergeben sich die Beziehungen

() = (8] 619

0, <’7‘(_b -m1,0> g) = T(—b -m1,0) (—802 @b+ (312,) ) (6.14)
Div <T(b‘m170> g) = T(ib.mho) (—802 b+ Divét) : (6.15)
Mit diesen Zwischenergebnissen folgt fur das System derdgewgsgleichung
N 251 0 — 0
@
~ ~ -1 = ~
0, 8, + 20, % (—80D b+ Divlj) R B
@ R O @ @
MR
0 —symo (—0,0®b+ 0,0) €19, P 0
@ (@
(6.16)
mit 9, == (—9,0® b+ 0,0) v (6.17)

=0 u v (6.18)
(@] oo 0 O

P = €sym o 81%2 (6.19)
(@] (@] 0 0

helfen, daraus ein System der gewtinschten Form zu forrealier

(@] o
—1 ~
0,09 By+2B —p Div||d,u |=|f—0,v (6.20)
O @ R O @ @
0 —symo 9, €719, P 0
o (@]

mit den Operatoren

By=1+2(0,0®b)- % + (((805 ® b) -7%") ® b) - (stm[aoﬂ ® b]) b
(@) (@)

o o o
(6.21)
—1
By =0,0-0 — <<8lm ﬁf‘) ® b) 4D <§sym[81|j]) b . (6.22)
@ @ @ @ @
Die Bedingung
R R R —1

8,0 v — 0,0 <’UA® ’UA) b+ <§sym[81|2\]) b=0 , (6.23)

@ @ @ @ @

106 Der Ausdruckb -m; ist als Ergebnis des Skalarproduktes zwischen dem Vektord dem Ortsvektom; eine
skalare GrolRRe.
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die aus dem Verschwinden des OperatBisfolgt, fuhrt zur Bestimmung des Koeffizientenvek-
torsb der Ortszeittransformation. Wird der Koeffizientenveltian Gl. (6.20) eingesetzt, so ergibt
sich ein selbstadjungiertes Problem, das den Standardjésarfahren zuganglich ist.

Wie sich leicht nachvollziehen lasst, ist in dieser Formung der Ortszeittransformation fur eine
dreidimensionale Fuhrungsbewegung der in Abschnitt Adlandelte Spezialfall enthalten.

6.3.3 Zusammenhang mit der lORENTZ-Transformation

Die MAXWELL -Gleichungen, welche die Phanomene des Elektromagnetibeschreiben, ge-
nigen nicht dem Relativitatsprinzip, d. h. sie sind nichtanant gegentuber einer ABILEO-
Transformation. Unter anderem entdeckteRENTZ eine Transformation (die spater nach ihm
benannte bRENTZTransformation), unter der sich dieAwWELL -Gleichungen invariant verhal-
ten (vgl. [FEYNMAN et al. 2005]). Ein wichtiger Bestandteil deoRENTZ-Transformation ist die
Konstanz der Wellenausbreitungsgeschwindigkeit, die ath dfler Relativitatstheorie gerade der
Lichtgeschwindigkeit entspricht.

Ahnlich zu diesen Uberlegungen zeigen die GIn. (3.43),)(drd (4.105), dass sich die Bewe-
gungsgleichungen von Saite und Seil ebenfalls bei Anwegdiimer G\LILEO-Transformation
andern. Ausgehend von dieser Feststellung lassen sich dieser Arbeit verwandten Ortszeit-
transformation und die RRENTZ-Transformation in Zusammenhang bringen.

In Abschnitt 4.4.5 wurde fir eine konstante Fihrungsgesutigkeit v gezeigt, wie die Bewe-
gungsgleichung des bewegten Seils, welche gyroskopisotesld enthalt, mithilfe einer Ortszeit-
transformation in eine Form ohne gyroskopische Anteilesfarmiert werden kann. Bezogen auf
die materielle Betrachtung in der Ausgangsplatzierdrngesteht die dabei angewendete Transfor-
mation aus zwei Translationen

MR MR

u = T(Bm170)7(07,v(m0)) u . (624)
O A

Fur die Argumente der zwei Funktioném und ™ bedeutet dies

@] A
T(Bm1,0)7(0,—V (myp)) <t7 S) = T(Bmy,0) (tv s — %At) (625)
= (t+ B (5 - %At) s— 0t (6.26)
RA
v
t— —28
=(—%— s—vt) mit ~:= (6.27)

Wird den bereits angewendeten Transformationen noch diabeing um den Faktoy bzw.
dessen Kehrwert hinzugefligt, so entsteht die Transfoomati

RA
t Y S RA
2% s—wt
0 (7,1/7) T(Bm1,0)T(0,~V (mo)) (£, 5) = ( VC R ) . (6.29)

107 Hierbei symbolisiert der Skalierungsoperaiadie Skalierung des Argumentes, d. h.

U(ko,kl,...,knfl)h (xo, L1y - ,ZL‘n_l) =h (k‘ol’o, kll‘l, ey kin_ll’n_l) . (628)
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Diese Transformation entspricht der auf dem Gebiet derisli®z Relativitatstheorie ent-
wickelten LORENTZzTransformation (s. z.B. fundiert in BNz 1992] und anschaulicher in
[KITTEL et al. 1986, EYNMAN et al. 2005]).

Demzufolge kann der verwendete Ansatz auch so interpreterden, dass es bei einer konstanten
Fuhrungsgeschwindigkeit moglich ist, statt die Wellerdiang mit verdnderlichen Randbedin-
gungen zu losen, die Invarianz der Wellengleichung untet @& ENTZ-Transformation auszunut-
zen und anschlie3end die Loésung nach Ricktransformatigewinnen. Bei einer beschleunigten
Bewegung bleibt die Wellengleichung unter devRENTZ-Transformation nicht unverandert und
es entstehen zusatzliche Terme infolge der Tragheitdef{el. [BALAzS 1961]).

Als Riuckschluss auf die Behandlung von dreidimensionalemtidua bedeutet dieser Zu-
sammenhang, dass es sinnvoll ist, die in der Literatur kot dreidimensionale @r-
ENTz-Transformation auch auf Probleme der Mechanik anzuwenBem mit der Transfor-
mation verbundene Fuhrungsbewegung beschréankt sich cdedigi auf Translationen, son-
dern kann aus Teilbewegungen (z.B. Translationen und iBo&t) zusammengesetzt werden
(vgl. [LICHNEROWICZ 1966] und [VER & PRABHU 2007]).
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7 Zusammenfassung und Ausblick
7.1 Zusammenfassung

Die vorgelegte Arbeit leistet einen Beitrag, kontinuumshanische Systeme mit nichtmateriellen
Randbedingungen besser zu verstehen. Wesentlich fir dieiterung der bisherigen Erkennt-
nisse ist hierbei zunachst die sorgfaltige Behandlung datikuumsmechanischen Grundlagen.
Die dafur eingefuhrten Schreibweisen und Symbole untexestidie systematischen Herleitungen.
Insbesondere die Einfuhrung platzierungsabhangigerefAlrigs-)Operatoren hilft, in der Litera-
tur auftauchende Ungenauigkeiten zu vermeiden.

Um den Einfluss nichtmaterieller Randbedingungen auf dienbberung der Bewegungsglei-

chungen zu studieren, wird zum Vergleich zun&chst das koathsmechanische Feldproblem flr
materielle Randbedingungen hergeleitet. Als Grundlageet hierbei die Bilanz- und Erhaltungs-
gleichungen sowie die konstitutiven Beziehungen fiir edases Materialverhalten. Im Anschluss
daran wird dieses Feldproblem um die Formulierung nicheéniglter Randbedingungen erweitert.

Eine besondere Schwierigkeit bei der Beschreibung nidetmedler Randbedingungen besteht in
ihrer Relativbewegung zum materiellen Korper. Deshalklsgie Darstellung der Kinematik bei
der kontinuumsmechanischen Beschreibung eine aul3etlictierRolle. Mithilfe der Dekompo-
sition der Gesamtbewegung des materiellen Kérpers in diheuRrgsbewegung mit grof3en Ver-
schiebungen und eine Deformationsbewegung mit kleinesctisebungen wird eine Referenz-
platzierung eingefihrt. In Bezug auf diese Platzierungniedindie bezlglich der Ausgangsplat-
zierung nichtmateriellen Randbedingungen in materieleddedingungen tberfthrt werden. Da-
mit vereinfacht sich die Formulierung nichtmateriellem@bedingungen maf3geblich. AuRerdem
verandert sich der Charakter des zugrundeliegenden Sygiartieller Differentialgleichungen.
Wahrend das Feldproblem fir materielle Randbedingungettairgestellten Fall selbstadjungiert
ist, wird es infolge der Annahme nichtmaterieller Randhgdngen im Allgemeinen nicht selbst-
adjungiert. Dementsprechend sind diedAMARD -Forderungen an Existenz, Eindeutigkeit und
Stetigkeit einer LOsung nicht mehr garantiert. Auch fuessitationére Fihrungsbewegung verblei-
ben infolge der nichtmateriellen Randbedingungen im Sysfeerator gyroskopische Anteile, die
im Fall von materiellen Randbedingungen nicht vorhanded.si

Um das Lésungsverhalten von Systemen mit nichtmateri®emdbedingungen zu untersuchen,
werden im Rahmen dieser Arbeit Modelle verwendet, die disalyen bzw. semi-analytischen

Verfahren zugéanglich sind. Dadurch ist im Gegensatz zunsdEmrein numerischer Verfahren

einerseits eine Vereinfachung der Modelle erforderliels, der sich starkere modellbedingte Ab-
weichungen zur Realitat ergeben. Andererseits wird ddremechnische Aufwand enorm ge-
senkt, was Parametervariationen stark vereinfacht. Rattipaus kdnnen unter bestimmten Um-
standen Einfliisse auf die Losung und den Losungsprozesd dus einer analytischen Losung

abgelesen werden. Nicht zuletzt deshalb ist es auch beimimenumerischen Untersuchung von
Systemen mit nichtmateriellen Randbedingungen empfehlert, analytische Losungen fur ver-

einfachte Modelle zur Verifizierung der Ergebnisse eintzese

In diesem Sinne werden vereinfachte Modelle und ihre (9amadytische Losung fir zwei Falle
von nichtmateriellen Randbedingungen entwickelt. Zustgtird eine Problemklasse erkundet,
bei der Randbedingungen lber ein deformierbares eindior@adss Kontinuum bewegt werden.
Am Beispiel einer schwingenden Saite mit nichtmaterieRamdbedingungen in Form von zwei
axial iber die Saite bewegten Lagern werden Losungen siitteEgrations- und Separationsansatz
hergeleitet. Diese zwei Ansatze unterscheiden sich imhsderangehen sehr voneinander, ihre
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Resultate sind jedoch vergleichbar. Beiden Anséatzen gesami ist die Transformation der Bewe-
gungsgleichung bezuglich der Fihrungsbewegung, so dassnalig nichtmateriellen Randbe-
dingungen im transformierten Gleichungssystem matendllharakter besitzen. Eine Validierung
der (semi-)analytischen Losungen gelingt mithilfe eingrazimentellen Studie zum Glissando an
einem Saiteninstrument. Dabei werden die zeitlichen Ferg@inderungen der Saitenschwingung
qualitativ und quantitativ adaquat vom Modell abgebildet.Ruckschluss der theoretischen und
experimentellen Untersuchungen wird festgestellt, dessyerwendeten Losungsstrategien auch
auf dreidimensionale Probleme angewendet werden kdnnen.

Als weitere Problemklasse sind deformierbare eindimeraeKontinua von Interesse, die tber
nichtmaterielle Randbedingungen bewegt werden. Die Medsgher Saite und eines Seils, die
sich axial iber Randbedingungen in Form von zwei unbewdgigarn bewegen, dienen dabei als
Beispiele. Da die Bewegungsgleichungen materiell zu fderen sind, besitzen auch in diesen
Fallen die Randbedingungen des Ausgangsproblems einezitlerliche Position, obwohl sie
unbewegt sind.

Beim Modell der axial bewegten Saite erfolgt die analytescbisung mithilfe einer Transformation

der Bewegungsgleichung beziglich der Filhrungsbewegueggieichbar dem Vorgehen der be-
reits genannten Modelle mit axial unbewegten Kontinua.Rdsultat der Transformation entsteht
fir eine instationdre Fuhrungsbewegung eine partielléef@htialgleichung mit veranderlichen

Koeffizienten, welche im Rahmen dieser Arbeit mit demLERKIN-Verfahren numerisch gelost

wird. Ist die Fihrungsbewegung stationar, so gelingt e¥ireanalytische Losung, die auf dem An-
satz von Eigenfunktionen beruht. Im Unterschied zur kidsn Losung einer axial unbewegten
Saite sind hierbei die Eigenfrequenzen der dargestelltsuihg geschwindigkeitsabhangig und
die Eigenfunktionen durch einen ortsabhéngigen Vorfaktodifiziert, der zu einer ortsabhangi-

gen Verdnderung der Gesamtlosung fuhrt.

Das in der vorgelegten Arbeit erlauterte Modell eines aR@legten Seils spielt eine wichtige
Rolle bei der Gewinnung von Rickschliissen auf allgemeierlisinensionale kontinuumsmecha-
nische Problemstellungen mit nichtmateriellen Randlmpdagen. Wird bei der Formulierung der
Feldgleichungen eine ALE-Kinematik verwandt, so sind desvBgungsgleichungen des Seils mit
denen des dreidimensionalen Kontinuums sehr gut verdlaicibie vorgestellte Losung beruht
fur eine instationare Fuhrungsbewegung auf demERKIN-Verfahren und bei einer stationaren
Fuhrungsbewegung auf einer Transformation in Ort und Zeitch diese Ortszeittransformati-
on entfallen die gyroskopischen Anteile des Systemopesaso dass ein wohl-definiertes Pro-
blem entsteht, das dieAbAMARD -Lésungsanforderungen erflllt. Aufgrund der Vergleiatkeds
der Feldgleichungen ist eine solche Vorgehensweise bdid@rmg vom vorgestellten eindimen-
sionalen Seilmodell auf allgemeinere dreidimensionalatkmumsmodelle Ubertragbar. Hierbei
kénnen die im Rahmen dieser Arbeit erlauterten Zusammeyehzm LORENTZ-Transformation
verwendet werden.

Aus den vorgestellten vereinfachten Modellen und ihrenydisahen Lésungen ergeben sich di-
rekt zahlreiche Anwendungen. Da die Analyse und Entwidiluon Methoden im Mittelpunkt
dieser Arbeit steht, obliegt es zuklnftigen Untersuchungiéeese Methoden in technischen An-
wendungen zu nutzen. Bei den im Rahmen dieser Arbeit beaterheindimensionalen Model-
len ergibt sich die eindimensionale Wellengleichung atgeaybeschreibende Gleichung. Deshalb
lassen sich die dargestellten Methoden auch auf weitersikadische Modelle anwenden, deren
Systemgleichung in der eindimensionalen Wellengleichmigdet. Damit lassen sich sehr viele
Phanomene um das Verhalten bei nichtmateriellen Rand@pedigen erweitern. Ohne Anspruch
auf Vollstandigkeit sind neben den Transversalschwingangn Saiten und Langsschwingungen
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von Seilen noch Torsionsschwingungen von Wellen, Schutisgfungen von schubelastischen
Balken und Druckschwingungen in Gasséaulen mithilfe dediemensionalen Wellengleichung ab-
bildbar. Dartiber hinaus gilt diese Erweiterung in Teileoratiir die in der Einleitung dieser Arbeit

genannten technischen Anwendungen.

An allen entwickelten (semi-)analytischen Losungen lasseh mit der implementierten nume-

rischen Umsetzung sehr effektiv Parameterstudien duincéfil Deshalb sind sie auch zur Para-
meteridentifikation im Vorfeld rein numerischer Untersusgen von komplizierteren Systemen
geeignet. Darlber hinaus kénnen die analytischen Losuageim eine wichtige Rolle innerhalb

komplizierterer Modellierungen spielen. Als ein konkseBeispiel fir eine solche Einbindung ist

die Simulation des Fadenlaufs in Textilmaschinen zu nennen

7.2 Ausblick

Es liegt in der Natur einer konsequenten Forschung, dassassder Losung einer Aufgabe neue
Ansatzpunkte fir weiterfihrende Fragestellungen ergebéndie in dieser Arbeit gewonnenen
Ergebnisse betrifft dies vor allem die Ergdnzung der vedegsn und die Anwendung weiterer
Methoden, die Reduzierung getroffener Vereinfachungedeim mechanischen Modellen sowie
die Anwendung der behandelten Methoden auf konkrete techaiAnwendungen.

Entwicklungsmdglichkeiten auf methodischer Ebene engedieh bei der dreidimensionalen For-
mulierung in einer numerischen Umsetzung der allgemeigdieiteten Feldgleichungen. Die in
dieser Arbeit formulierten Feldgleichungen kénnen bei Batwicklung von Finite-Elemente-

Modellen hilfreich sein, da durch die eingeflhrte NotatPlatzierungen von Feldgréf3en und
Operatoren direkt ablesbar sind, was die numerische Ingriéerung wesentlich vereinfacht.
Da bei Herleitungen in der vorliegenden Arbeit Zeit- und R&oordinaten als gleichrangig be-
handelt werden, bietet sich insbesondere eine numerisoieetdung mithilfe der Finite-Raum-

Zeit-Elemente-Formulierung an (vgl. f{KE 2005]). Die daftur erforderliche Verwendung der
Verschiebungsgeschwindigkeiten als Unbekannte ist tseberiicksichtigt. Darliber hinaus kann
in weiterfihrenden Untersuchungen auch eine Erweiter@ngargestellten Formulierungen fir
nichtlineare Probleme angestrebt werden.

Wie [PICARD 2009] zeigt, haben die Feldgleichungen zahlreicher plajisither Modelle eine
Struktur, die der in der vorliegenden Arbeit fir die Elagtodmik mit nichtmateriellen Rand-
bedingungen hergeleiteten Struktur sehr &hnlich ist. BAdergeben sich zahlreiche neue An-
knupfungspunkte fur weitere Untersuchungen. Zum einenchtng weiterer physikalischer Ge-
setze und zum anderen in Hinblick auf die Verwendung andenexarer) Materialmodelle. Es ist
demnach zu erwarten, dass weitere Klassen physikalisechbtetstellungen mit nichtmateriel-
len Randbedingungen (wie z. B. die Elektrodynamik und dierfrfoelastizitat) mit den in dieser
Arbeit vorgestellten Methoden bearbeitet werden konnemiiDer hinaus ist es sogar vorstellbar,
die Gleichungen verschiedener physikalischer Gesetzsr B#ibehaltung ihrer Systemstruktur
zu koppeln. Diese Erweiterungsmoglichkeit um Materialeitedund Feldgleichungen verwand-
ter Gebiete gilt fur die dreidimensionale kontinuumsmeaehehe Formulierung wie auch fur die
vorgestellten eindimensionalen Modelle. Konkrete Anwergsbeispiele fur eine Kopplung aus
Elastodynamik und Thermoelastizitat mit nichtmaterieRandbedingungen sind z. B. in der Mo-
dellierung des Papiertransportes in einer Papiermasdueeeines Kettenantriebes mit Bertick-
sichtigung von Erwarmungs- und Abkihlungsprozessen zwefinduch bei instationdren Fih-
rungsbewegungen kdnnen die Ergebnisse der vorgelegtesit Ailbreich sein.

Unter anderem der Wunsch nach Uberschaubaren Herleitutigenauf die Betrachtung bie-
geweicher eindimensionaler Kontinua bei der Suche naclytstwhen Losungen. Werden die
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im Vergleich zum allgemeinen dreidimensionalen Kontinugetroffenen Vereinfachungen ab-
geschwacht bzw. nicht getroffen, so erweitert dies ebkentlls Einsatzgebiet der vorgestellten
Lésungsmethoden. Auf dem Gebiet der eindimensionalen baeidimensionalen Kontinua las-

sen sich so beispielsweise Balkenstrukturen bzw. Platteth-Scheibenstrukturen untersuchen.

In diesem Zusammenhang ist es auch sinnvoll die experirthemidntersuchungen zu erweitern.
So ermdglichte eine photogrammetrische Untersuchungréhs$ting des gesamten Schwingungs-
verlaufes Uber Ort und Zeit. Damit konnten vor allem erwégtélodelle validiert werden.

Doch auch mit Beibehaltung aller Vereinfachungen in demieiensionalen Modellen bleiben

Erweiterungsmadglichkeiten fir ihre Analyse. So konnte ighRien dieser Arbeit bereits gezeigt
werden, auf welche Weise nichtmaterielle Randbedingumgetinearen Systemen dazu fihren
kbnnen, dass eine analytische Losung durch eine Reiheiokhing in nichtorthogonale Eigen-

funktionen dargestellt wird. Dieses Losungsverhalteheglfur nichtlineare Systeme in das (fur
Ingenieurwissenschaften) noch relativ junge Gebiet denthinearen Eigenfunktionen einzuord-
nen (engl. non-linear normal modes, vglaRAKIs 1997]).

Fur technische Anwendungen spielt die Stabilitat von Lgsmneine sehr wichtige Rolle,
so dass es empfehlenswert ist, die bereits vorhandenenolfthnach EFOQUET und HiLL
(s.[FORBAT 1966, S. 77] und[#/IERS 2007, S. 86]) sowie 1IAPUNOV (S.[MULLER 1977, S. 65])
auch auf Systeme mit nichtmateriellen Randbedingungeuvegizden.
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Anhang

A Erganzungen zu den kontinuumsmechanischen Grundlagen
A.1 Neo-klassische Raumzeit

Wie in Abschnitt 2.1 beschrieben wird, hat es Vorteile, eiteumzeit einzufihren, die keinen
absoluten Raum voraussetzt. Dementsprechend wird im kadégedas in [dLL 1973] vorge-
stellte Konzept der neo-klassischen Raumzeit ndher ertadtunéchst wird der sogenanrie
eignisraumyV definiert. Dieser enthalt als Elemente seiner Grundmé&mggnisse Um zeitliche
Absténde zwischen Ereignissen angeben zu kdnnen, wirdgléenbar einer Stoppuhr) eine Zeit-
differenzfunktion

At WxW — R

(e,f) = Atle f) (A.1)
eingefihrt. Dabei ergeben sich intuitiv fixt folgende Eigenschaften

N\ Qe f)=-At(fe) (A2)
e, feWw

N Af(e f)+AE(f,9) = Af(e,g) (A.3)
e, f,geW

AV At f)=t . (A.4)
eeEW few

teR

Zwei Ereignissez und f werdengleichzeitiggenannt, wen\t (e, f) = 0 gilt. Wie sich leicht
nachrechnen lasst, ist Gleichzeitigkeit eine Aquivalelationt®® aufV, d. h. es entsteht eine Zer-
legungl’ des Ereignisraumé&¥®

W=Jr mit efer=[=I[f] (A.5)
& e~f & Atle,f)=0 (e,feW) . (A.6)

Die zugehorigen AquivalenzklassenheiRenAugenblicke Wenne < 7 gilt, dann wird davon
gesprochen, dass das Ereignisn Augenblickr stattfindet. Da Aquivalenzklassen disjunkt sind,
lasst sich die fur Ereignisse definierte Zeitdifferenzfimkin Form von

At:TxI' - R
(1,0) = At(r,o0)=At(e,f) furale eer, feo (A7)
mit Gl. (A.3) auf Augenblicke Ubertragen. Mit der Betragamoauf R ist || At||, eine Metrik
und (T, ||At||p) ist ein eindimensionalerdLiD ischer Raum. Mit der zuséatzlichen Forderung

N\ Atle,f)=At(g,h) < At(e,g)=At(f,h) (A.8)

e7f7g7h€W

108 Als Aquivalenzrelationen werden Relationen bezeichrietreflexiv, symmetrisch und transitiv sind. Sie zerlegen
Mengen in nichtleere, disjunkte Untermengen.

199pie Menge der Aquivalenzklasseh/~ := {[e] | e € W} (auch Faktor- oder Quotientenmenge genannt) wird mit
I" bezeichnet und es wird eine kanonische Surjektgn (V — T', e — [e]) unterstellt, die jedem Element aUg
seine Aquivalenzklasse zuordnet.
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wird der TranslationsraurfT, || At||) erhalten, der alZeit bezeichnet wird und miR zu identi-
fizieren ist. Wird ein Augenblick, € I" als Bezug gewahlt, dann sei

NV At(ro,7) =t (A.9)
Tel' teT

erfullt, d. h. die AbbildungAt(r, O) sei surjektiv.

Eine rdumliche Abstandsmessung zwischen Ereignissenurabeai gleichzeitigen Ereignissen
Sinn, da die Messung zu einem bestimmten Augenblick enfoigess. In diesem Sinne wird eine
(raumliche) Abstandsfunktion (vergleichbar eines Mafdleah auf der Menge der gleichzeitigen
(oder simultanen) Ereignispaare

Weim = {(e, [HeWxW | Atle, f) = 0} (A.10)
als

AEIWSimCWXW — RZO
(e.f) = Ad(ef) (A.11)
definiert!!® Diese Abstandsfunktion lasst sich ebenfalls von Ereigmisauf einzelne Augen-
blicke 7 € T einschranken (fute, ) € Weim)
AdT : Wsim — Rzo
(e, f) = Ad.(e, f)=Ad(e f) furalle e fer . (A.12)
Die Abstandsfunktion\d. ist zunachst nicht weiter spezifiziert, sollte jedoch einBED ische
Metrik sein, so dasér, Ad,) ein EUKLID ischer Punktraurd ist (vgl. [NoLL 1973, S. 66]). Wird

der BUKLID ische Punktraurd mit einer Metrikds versehen und der zugehdrige Translationsraum
mit E bezeichnet (vgl. Gl. (A.8)), so existiert eine Differenbdtung

dg:ExE — E

(a,b) +— dg(a,b) (A.13)
die die Eigenschaft
A ds(a,b) = dg(a, ) + dz(c, b) (A.14)
a,b,ce€

besitzt und fur die die Restriktiodg|(,)«c bijektiv ist!*! Sie ordnet jedem Punktepaér, b)
aus& x & einen Differenzvektotg(a, b) € E zu. Damit istE Vektorraum des affinen Punktrau-
mesE. Wird fur E ein inneres Produkt , O); erklart und beriicksichtigt, da&sTranslationsraum
von £ ist, so gilt als Zusammenhang zwischen der Metgkund der Abbildunglg

/\ dg(a, b) = Hd]E (CL, b) H]E = \/<dE (a’ b) ,dg (aa b)>E ) (A.15)

a,be€

wobei ||OJ|; die von (O, O)y induzierte Norm bezeichnet. Damit sind die in der kontingum
mechanischen Beschreibung hauptséchlich verwendetemdR&lubzw. E flr Zeit bzw. Raum
definiert.

110 Aus der Abstandsfunktion wird an spéterer Stelle eine Metbigeleitet, deshalb besitzt sie bereits die Nichtnega-
tivitat als Eigenschatft.

111 Nach [NoLL 1973, S. 66] wird der 4-dimensionale Rayin x &£, At, dg) neo-klassischer Ereignisraum bezeich-
net.
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A.2 Beobachterabbildung und Bezugssystem

Es sei noch einmal besonders darauf hingewiesen, dasssiigm in Abschnitt A.1 definierten

Ereignisraum zeitliche Abstande nur zwischen Augenbhickad raumliche Abstande nur zwi-
schen gleichzeitigen Ereignissen sinnvoll bestimmerelas&iel ist es deshalb, durch Einfuhren
einer Beobachterabbildung und eines Bezugssystems, auctliche Abstande zwischen beliebi-
gen Ereignissen messen zu kénnen (vgb[N 1973, HOPPE1996]).

Dies gelingt, indem ein Isomorphismus zwischen dem Erergnm)V und der Mengd® x £
gewahlt wird. Dieser willkirliche Isomorphismus wird Betiter® genannt

®: W — TI'xE ,biektiv . (A.16)
Der Beobachter soll die metrischen StrukturenlautindI” x £ respektieren, d. h. es soll

/\ moo® (O,a) =id (A.17)
act r
geltert*? und die Restriktior®|y,. (mit W, := {e € W | e € 7}) sei fur aller € T isometrisch.
Demnach beeinflusst der definierte Beobachter die Abst@an@etiund Zeit nicht

A N\ Ad(®7'(r,a), &7 '(7,D)) = de(a, ) (A.18)
a,be€ Tel
/\ /\ AL @ (7,a), @7 (0,b) = At(1,0) . (A.19)

a,be€ T,0€l

Mithilfe eines Beobachters kann bereits der raumliche &hdinichtgleichzeitiger Ereignisse be-
stimmt werden. Zur einfacheren Handhabung dex ED ischen Raume ist es jedoch zweckmalig,
passend zum Beobachter Bezugssysteme zu wéhlen. Dazy,sg) ein beliebiger Bezugspunkt
ausl’ x &. Die Abbildung

d,:I'x€& — TxE
(tr,a) +—  (At(70,7),dg(g0,a)) (A.20)

verknupft die BUKLIDischen Raume mit ihren jeweiligen Translationsraumen.Kaimposition
mit der Beobachterabbildung

P, =d,o®: W — TxE (A.21)

soll im Folgenden als Bezugssystem bezeichnet werdennismem Bezugssystem bestimmten
Absténde von nichtgleichzeitigen Ereignissen hangembtievon der Wahl der Beobachterabbil-
dung und des Bezugspunktes ab.

112 pje Abbildung idbeschreibt die zur Mengé gehérige ldentitatsabbildung.
A
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A.3 Materieller Kérper

Der materielle Kérpe3 kann als einen-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ange-
nommen werden, welche in den in Abschnitt A.1 vorgestelEemLIDischen Punktraum ein-
gebettet ist!® Die Differenzierbarkeitseigenschaften dieser Manntigfkéit konnen durch Kar-
tenabbildungen lokal Ubertragen werden. Zur Beschreilol@sgggesamten Korpers ist meist eine
offene Uberdeckung mit den Karten notwendig, deren Vegeimjsmenge als Atlas bezeichnet
wird (vgl. [JANICH 2005]).

Um den Elementen des materiellen Korpers (den sogenanratariellen Punkten) Koordinaten
zuordnen zu kénnen, sind Einbettungsabbildungéauch Koordinatenabbildung genannt) erfor-
derlich.

©:UCR™ — MCR" (U,Moffen,n>m) . (A.22)

Als Beispiel fur eine solche Einbettung soll die Beschratdpaines Fadens dienen. Ein Faden kann
als eindimensionale Mannigfaltigkeit aufgefasst werden< 1), die in einem dreidimensionalen
materiellen Anschauungsraum € 3) liegt.

(ei)ieNn R™

Abbildung A.1: Materieller Kérpef3, Einbettungsabbildung und Parameterrauii”

A.4 Tangentialraum und Kotangentialraum

Fur den Tangentialraum einer MannigfaltigkBigibt es nach [ANIcH 2005, S. 28] drei Interpre-
tationen: eine geometrische, eine algebraische und eyskaltische. Der geometrisch definierte
Tangentialvektor € 7¢°°"5 ist eine Aquivalenzklasse auf der Menge

K= {04 (—g,e) = Ble>0 und «a0)= 5} (A.23)

der vektorwertigen, differenzierbaren Kurven auf der Mgfaitigkeit 3, die durch den Punkg ¢
B verlaufen und fur die gilt

v=d(hoa)(0) , (A.24)

113 per mathematische Begriff der ,Mannigfaltigkeit” ist rélaabstrakt und l4sst sich als Gebilde mit lokaler Cha-
rakterisierung verstehen. So kann eine Kugeloberflaclspistsweise nicht durch ein einziges Koordinatensystem
beschrieben werden. Vielmehr lasst sie sich nur lokal ifetlibn sich Uberdeckenden Karten charakterisieren.
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wobeih eine beliebige Karte uri bezeichnet undv € K gilt. Geometrisch anschaulich ausge-
drickt istv gerade ein an die Kurwe tangentialer Vektor.

Physikalisch kann der Tangentialvektore 72™B als Abbildung auf der Meng®;(B) aller
Karten umé definiert werden, d. h.

v:De(B) — R" . (A.25)

Dabei wird gefordert, dass siechbeim Wechsel zwischen zwei Karten durch das Differential de
Kartenwechsels transformiettt

Eine verallgemeinerbare Definition gelingt auf algebriagsn Wege. Dabei wird der Tangential-
vektorv € 7’2'98 mithilfe einer auf3 definierten Richtungsableitung (Derivation) fir skalartive

ge, hinreichend glatte Funktiongng € Abb(B, R) definiert
D,f =d(foa)(0) (A.26)

wobeia € K. Im Folgenden wird die geometrische Definition des Tangédnatimes zur Herlei-
tung einer Basis verwendet, da der Verfasser dieser Arigedls anschaulichste Variante empfin-
det.

Damit zur einfacheren Beschreibung der Bewegung einerkn8#&uktut!® vorausgesetzt wer-
den kann, wurde der materielle Kérper bereits in demED ischen Raum eingebettet. Dies ver-
einfacht die Bestimmung des Tangentialraumes erheblien.\@ktorraumE, in dem die Posi-
tion der materiellen Punkte beschrieben wird, kannratimensionale Mannigfaltigkeit aufge-
fasst werden. Indem gefordert wird, daEgB undR™ sowohl isomorph als auch diffeomor3h
sind, kann jeweils der Tangentialraum mit seinem zu Gruregehden Raum identifiziert wer-
den. Diese ldentifizierung soll jedoch zur besseren Veddiglrkeit zun&achst unterdrickt werden
(vgl. [HOPPE1996, S. 36]).

Vielmehr werden an dieser Stelle ausgezeichnete Baseratgeitialraumes und des Kotangen-
tialraumes vorgestellt. Dazu werden passend zur Geonts&orpers Funktionen ausgewabhilt,
die es gestatten, den Korper zu parametrisieren (,ausaen®s die sogenannte),-Linien

(s. hierzu [£HLEBUSCH 2005, S. 16] sowie Abb. A.2). Zur Einfuhrung der kanoniscBasen
des Tangential- und des Kotangentialraumes der Manrigfait 3 sei weiterhin eine Einbet-
tungsabbildung® aufl/ gegeben

O = (él,...,én)T:zJ{ 5 R, (A.27)

welche sich aus den gewéhlten Koordinatenlirierzusammensetzt. Nun kénnen zwei Koordina-
tensysteme eingeftihrt werden. Durch Ableitung der Einipgisabbildung in Koordinatenrichtung
(Richtungsableitung) entstehen Vektoren, die tangeatialen Koordinatenlinien im Parameter-

L4 E{r weitere Erklarungen sei aufdicH 2005, S. 32] verwiesen.

15| inearitat bedeutet in diesem Fall Additivitat der Raumedsite und Homogenitat der Raumelemente auf dem
Kdrper der reellen Zahlen.

118 Ein Diffeomorphismus ist eine bijektive, stetig differégxbare Abbildung, deren Umkehrabbildung auch stetig
differenzierbar ist.
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raum liegen (Tangentialvektoreth)

9:(6) = D, 07'(¢) (A.28)
- % (671 +1e)]| (A.29)
— (grad é—l(é)) () eR" . (A.30)

Durch die Einbettungsabbildung geht diese Eigenschaflfdegentialvektoren nicht verloren, so
dass sich Tangentialvektoren auf der Mannigfaltigkeit §8m

§i(€) = 3:(0(8) € T.B (A.31)
= <grad O 'o é(f)) (e;) (A.32)

definieren lassen. Analog kdnnen Gradientenvektoren (adein Normalen- oder Kotangential-
vektoren) bestimmt werden, fir die

G(&) = grad©,() € TiB (A.33)
g (€)=g"0067"() = (grad ©;0 @’1> (€) (A.34)

gilt. Dabei ist die Darstellung auf die Mannigfaltigkeitvazden Parameterraum bezogen. Da die
Einbettungsabbildung und ihre Inverse eindeutig defirsied, folgt fir die jeweiligen Basen nun
(vgl. [GEKELER 2006, S. 536-573]) mithilfe des Satzes von der Umkehrabbdd

g(grad 0,0 é—l) @2 f (grad é—1(5)> (ei)z =6 (A.35)
eLin(Rn, R) e
= (870 ’éi(é)>Rn =5 - (A.36)

Mit &7 als KRONECKERSymbol folgt, dasg™/ (£) undg;(£) zueinander duale Basen sind. Diese
Basen und ihre Eigenschaften werden wieder durch die Koateinabbildungen auf alle anderen
Tangential- und KotangentialrAume ubertragen, da die 8gulrabbildung ebenfalls ein Diffeo-
morphismus ist, vgl. [EKELER 2006, S. 536]. Es folgt demnach, dass agth¢) undg;(¢) dual
zueinander sind.

Mit den im Abschnitt 2.2 definierten Abbildungen lasst siadsd/erhalten der Tangential- und
Kotangentialvektoren von der Mannigfaltigkeit auch aulidd@ge Platzierungen lbertragen. In
Abb. A.2 ist diese Ubertragung fir die Ausgangsplatzieruhgbeispielhaft dargestellt. Ana-
log zum materiellen Kérper auf der Mannigfaltigkeit und d@arameterraum folgt die Dualitat
vonG*(X) undG;(X).

117 Der Ausdruckgrad ©1(€) € Lin(R", R™) entspricht der Auswertung desdoBI-Matrix an einer festen Stelte
Daraus folgt fiir die Matrixdarstellun@radé—l(é)} = [ajéyl(é)] ~sowie [éi(é)} = [87;(:);1(5)] und
J J

3:(6)) = [0,671 0 6()] .

J
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Qny
oy
o
—
—~
I
S~—

o(t, X)

Abbildung A.2: Definition der TangentialrAume in verscteadn Platzierungen

A.5 Beispiele zur Ableitungsnotation

Ein Beispiel fur die Zeitableitung eines Skalarfeldes kamnch die als bekannt vorausgesetzte
FeldgroRer

hITXMt — R
M

(t,z) +— h(t,x):=3t+5z (A.37)
M

und die ebenfalls als bekannt vorausgesetzte Bewegurnifghaiip

A21>A:’JI‘><Ai — T x M,
(LX) = G (1X) = (4(t.X). 6 4(1.X)) = (¢, (2X + ) sin1)
(A.38)

gegeben werden. Hierbei wird (nur fir dieses Beispiel) dredéhsion aller Platzierungen zu eins
gewahlt. In diesem Fall ergibt sich fiir die Feldgrdf3eeztiglich der Platzierund,

hITXAt —- R
A
MA

(t,X) — h(t,X)= (h o ¢) (£, X) =3t +5 (2X + t*) sint . (A.39)
A A
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Mithilfe der Zwischenrechnungen

(60h> o b (,X)=3 | <al h) o b (tX)=5 (A.40)
M M
aoﬁAo(t, X)=1 |, ao”?pﬂ(t, X) =2tsint + (2X + %) cost (A.41)

lautet die Zeitableitung (beztglich der Ausgangsplataig) der FeldgroRé (beztiglich der Mo-
mentanplatzierung), beschrieben in der Ausgangsplatzigr

MA

(80h) o ¢ (t,X)=31+5 (2tsint+ (2X +t*) cost) (A.42)
AM
=3+ 10¢sint + (10X + 5¢%) cost (A.43)

was sich nach kurzer Rechnung auch fur die direkte zeitidtleitung der Funktiorh ergibt.
A

Analog lasst sich ein Beispiel fur die Zeitableitung einek&tdrfeldes formulieren. In diesem Bei-
spiel werden alle Platzierungen als zweidimensional \syasetzt. Flir das gegebene Vektorfeld

h:TXMt — R?

M
2
(t,x) — h(t,z):=h(t [xll): (QHQII)"”?] (A.44)
M M T 3t°xy
und die gegebene Bewegungsabbildung
MA
¢ :TxA — TxM,
MA MA X[, mA X, 3t+4X,4
t, X t, X) = t t =(t
(1.X) = ¢ (X) <¢o<,[X2]>,¢1<,[XJ>> & ey, |
(A.45)
ergeben sich folgende Zwischenrechnungen
_ (5,2
[aoh(t,w) - 217?] , (A.46)
M E _6tl’2
_ .2
[alh(t,a:) %2 20t m)e) (A.47)
M 110 3t?
ma 1 [ six
N t,X)| = >, A.48
(an)ed0x) m%] (a.49)
T [atx2 4 4X,) 12X
K@lh) o' (1, X)| = PXG AN X, , (A.49)
M | 0 3t>
MA i
Odot, X)=1 |, (A.50)
GMA X 3 A.51
t = ) .
0 d) 1( ) ) 4tX2 ( )
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aus denen schlief3lich die gesuchte Ableitung als

M ED¢ 41X 4 (5t +4X ) 12X 3
Kaoh>0¢(t,X)}= - 2 A(GEHAX)EXs) (A.52)
AM 1263 X, 0 3t* 4t X,
[100£4X2 + 6443 X, X
- 2t 14 (A.53)
24t°X
folgt. Dasselbe Resultat ergibt sich fur die direkte Allegd,h der Abbildung
A
hITXAt —- R
A
X 4 (5t +4X,)t1X3
(t,X) — h(t,X):=h(t, | ') = (52 +4X1) 11X (A.54)
A A X2 6t4X2

Der Vorteil des eingefuhrten platzierungsabhangigenab&itungsoperators liegt damit in seiner
kurzen und pragnanten aber auch eindeutigen und konsstBrairstellung.

A.6 Ausgewdhlte Nebenrechnungen zu den kontinuumsmechaahen Grundlagen

Um die Darstellungen in Kapitel 2 Ubersichtlich zu gestalteird dort weitestgehend auf die
Angabe von Zwischenschritten verzichtet. Fir ausgewétdtéeitungen soll dies jedoch an dieser
Stelle nachgeholt werden.

In Abschnitt 2.3.5 wird in Vorbereitung auf die Herleitumgder nachfolgenden Abschnitte die
MA
Zeitableitung derAcoBi-Abbildung J angegeben. Die ausfihrliche Rechnung hierfur lautet

A A
0,7 (6, X) =, J (t, X) (A.55)
A
A
— 8, <det (A?: (t, X))) (A.56)
A
A A
_ <cof[j\?= t,X)]| 0, F (t,X)> (A.57)
A A Lin(T x At , T o M)
(Determinanten-Regel s. EKELER 2006, S. 5])
MA MA* MA
= J(t,X)< F (t,X)|0, F (t,X)> (A.58)
A A Lin(T x At , T Ms)
(Definition des Kofaktors)
MA MA MA
= J(t,X)<F(t,X),80F(t,X)> (A.59)
A A Lin(T x At , T, Mt)
MA . MA MA -1
= J(t,X) id ,60F(t,X)o<F(t,X)) (A.60)
Lin (T 5 M¢) A A Lin (T Me)
MA [ MA MA -1
= J (t, X)tr 80F(t,X)o(F(t,X)> (A.61)
A A

=T X tr 0,0, ¢4 (8,X) o (alAéAl)_ (t,X)] (A.62)
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MA

i -1
= J (t, X)tr alaOAZbAl(t, X)o (81 ¢ 1) (t,X)| (Satzvon 8HWARZ)

(A.63)
_ T, X) tr | 9,0(t, X) o (afﬁzfl) (t, X)] (A.64)
A
T x) e |o, <U oASbA(t,X)) o <af25‘1> (t,X)] (A.65)
M

(A.66)

(A.67)

Des Weiteren sind in Abschnitt 2.5.1 Transporttheoreméglieth als Resultate notiert. Zur
Vervollstandigung sei deshalb die ausfihrliche Herlggtutir das klassische BR'NOLDS-
Transporttheorem

0 / hit.2) = %)X 6/4 7' X0h(t, X) (A.68)

MA
zEMi= ¢ (L AL)
(TransformationM; — A;)

= /80 (%A(t,X)h(t,X)) (A; zeitunabhangig)  (A.69)
A A
XeA;

- / <80A<A]A(t,X)h(t,X)+A(A]A(t,X)80h(t,X)> (A.70)
A AA

A
XeA
(Kettenregel)
MA MA MA
= / (J (t, X)Divw (t, X)h(t, X))+ J (t,X)aoh(t,X))
M A A AA
XeA
(A.71)
- . MA
(Zeitableitung J )
= / (Div%A(t, x)h(t,z) + 0, h(t, :c)) (A.72)
M M M AM
xreM;
(Rucktransformation)
= / (Div%“*(t, o) h(t,z) + Oy h(t,x)+ 0, h(t,x) U (t, m)>
M M M MM M M
rEM;
(A.73)

(platzierungsabhangige Ableitung)
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_ {4 (%)/Z(t?w)—ij\i/lv (ﬁ(t w)M(t a:))) (A.74)

xe

(Produktregel Divergenz)

:/ahtw / ta: t:z:) (ta:) (A.75)
M

rEM: rEIMy
(Integralsatz von GUsSS)

sowie das verallgemeinerteERNOLDS-Transporttheorem

MR MR
o [ hew=o, [ Tiohe g (A76)
A M A M
reEM, RA
XERt= ¢ 1(t,Ar)
MR
=0, / J (t,x)h(t,x) (TransformationM,; — R;) (A.77)
A R
XER:

=0, / A?]R(t X)ia] (t, X)h(t X) (TransformatiorR; — A;) (A.78)
A

A
XeA;
= / 0y (ATIR 72JA(t, X)h(t,X)) (A; zeitunabhangig) (A.79)
Al A A A
MR RA MR RA
= /(ao ( J (t,X)h(t,X)) J(t, X))+ J (t,X)h(t,X)aOJ(t,X)>
A\ 4 A A A A
XeAs
(A.80)
(Produktregel)
MR RA
= / (80<J(t,X)h(t,X)) J(t,X)+ ...
A\ A4 A
XeA;
MR RA RA
o+ J(t, X)h(t,X) J (t, X)Div o (t, X)) (A.81)
A A R A

MR
(Zeitableitung von.J )

- [ (3 (Tusonen) + FexoneoniFen)  @s

XER: A
(Rucktransformation)
MR MR
= [a(Tenex)+ [ (Texomeosent)
XER: XEIR:

(A.83)
(Integralsatz von @GussS).

wiedergegeben.



162

A Ergénzungen zu den kontinuumsmechanischen Grundlagen

AbschlielRend seien noch die relativ aufwendigen Umforneangur Massebilanz aus Ab-

schnitt 2.5.3

- |

XERL

XERL

-]

XER:

(80 <ATJR£) +Div <7€A;c:cof[f])> (t. %)

MR MA MR
8 Jp+ J@Op—i—Dlv (p ¢ cof| F])) (t,x)
R

R R R
MR MA
0y Jp—l— J@Op—ir D1V(cof[F]) p'c + 0, (
R R R R R 72
~—_————
=0 (PiOLA-Identit&t)

R MA
Oy J p+ J@p—i—cof[F]@ (pc))(t,x)
R R R R

MR

R R MA
(ao p+ Tap + ol F €0, + peol[ F o, ¢ )(t,x>
R R R

’R, MR
Dy J p+ Jaop—i-cof[F]McAalp + pe of[F]a <%A—
R R R R

R R R

MR

R

R R

- i

MR mA MR MR
(Jap—i—cof F | ¢ p+ pcof| F 0, v + 0, J,o—pcof[F](? v
R R R R

=0 wg. GI. (2.109)

MR

Oyp + cof[ F
R

(Fag it

(J80p+ J v@lp—irpcof[ ]8 v)(t,x)

£0,p + peof[ F K’v)@x)
R R R R

und zur Impulsbilanz aus Abschnitt 2.5.4

o= [ (2

XER:

e

0y 3
R R
A+ D1V ( ( Ve ) cof| A:I;R]) — Dév (zcof[ﬂg])) (t,x)

XER:

M M MR
(J ’UA> - JRpf—l—Div<<p/\f/tl7A®%A—a) Cof[F]))(t,x)
R R RR R RR R M R

MR A
(9( )v—pr+
R R/ R

(jewells Produktregel)

MR
:/(Jpﬁv + 0,
RR R R

XER:

MR MR
(Jp)%*‘— Jpf+ ...
R R RR

(A.84)

(A.85)

) cof[jjlf] (t,x) (A.86)

(A.87)

(A.88)

'v )) (t,x) (A.89)

(t, x)

(A.90)

(A.91)

(A.92)

(A.93)

(A.94)
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MR MR MR
..+ ¥'Div <pMcAcof[ F ]) +p (81%A> McACOf[ F ] — Div (a’cof[ F ])) (t,x)
R R \RR R R R/) R R R \M R
(A.95)

(Produktregel)

der Vollstandigkeit halber aufgefiihrt.

A.7 Zur Symmetrie von Tensoren
Um die Symmetrie eines Tensors zweiter Stufe zu charaldssis sei ein TensoF gewahlt

T, X):TM — T,M
n — tit,x)=T(tx)n] . (A.96)
M M

Dabei lasst sich der zu diesem Tensor duale Temé@ls

T*(z,X) : (T;Mt)* = Tth — (Tth)* = T;Mt
t — toT(lx) (A.97)

bestimmen. Fur die Matrixdarstellungen beider Tensorkn gi
T =[T" . (A.98)

Mithilfe der RIEsz-Abbildung kann der duale Tensor auf den Ausgangsraumeshbeben wer-
den. Das Resultat wird als adjungierter Tensor

TT =R !'oT*oR! (A.99)
M M

bezeichnet. Da der adjungierte Tensor auf denselben Rawreeater Ausgangstensor definiert ist,
lassen sich die beiden TensofErund T+ direkt vergleichen. Ein Tensor, fiir den

TH=T (A.100)

gilt, wird symmetrisch genannt. Das kommutative Diagrammbb. A.3 veranschaulicht die De-
finition des dualen und des adjungierten Tensors.

T+
TM, — > T, M,
R R
M M

*

T .M, > TiM,

Abbildung A.3: Kommutatives Diagramm zur Symmetrie von eren
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B Erganzungen zum Verhalten eindimensionaler Kontinua mitnichtmate-
riellen Randbedingungen

B.1 Uberfiihren von inhomogenen in homogene Randbedingunge

Das inhomogene Anfangswert-Randwert-Problem mit homexg&andbedingungen wird an die-
ser Stelle als gelost vorausgesetzt. Die Losung hierza sietz aus der Losung des homogenen
und des inhomogenen Problems additiv zusammen

u(t, IL’) = uhom(t> x) + Uinhom(ta x) . (B.l)

Die inhomogenen Anfangsbedingungen seien
u(0,2) = ¢1(z) (B.2)
dou(0, ) = Pa(z) (B.3)

und die inhomogenen Randbedingungen seien (fur einen Adsiar Randbedingungen der Lan-
gel)

u(t,0) = m() (B.4)
u(t, ) = palt) (B.5)
Zur Losung des allgemeinen Anfangswert-Randwert-ProbMird die neue Funktion durch
~ i
it @) = ult,2) = () + T (ua(t) = i (®))) (B.6)
eingefuhrt. Daraus folgt fur die Randbedingungen yon
(1) = u(t,1) — pa(t) =0 . (B.8)
Die zuwu gehdrenden Anfangsbedingungen sind
- x ~
i(0,2) = 1) = (12(0) + T (12(0) = (0))) =: dna) (B.9)
00ii(0, ) = éa(z) = (os2(0) + T (opa(0) = Doy (0))) =: alx) - (B.10)
Durch die Substitution von durch
~ T
ult,@) = it @) + (1 (t) + T (na(t) — (1)) (B.11)

in der Ausgangsdifferentialgleichung entsteht ein@ fiormulierte Differentialgleichung mit ho-
mogenen Anfangs- und Randbedingungen. Die Losung deddramsrten Problems lasst sich
zurtcktransformieren, wengy, ¢-, 11 und u, die entsprechenden Anforderungen an Stetigkeit
und Differenzierbarkeit erfullen.

Analog lasst sich ein Problem transformieren, bei dem inbgegne Randbedingungen an zeitlich
veranderlichen Stellen gestellt sind

u(lh(?),0) = m(t) (B.12)
u(t, lr(t)) = pa(t) (B.13)
Die Ersatzfunktion: lautet dann
x — ly(t) x — (1)

u(t,z) = u(t,x) — mul(t) -

pa(t) (B.14)
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B.2 Einfuhrung einer verallgemeinerten Zeitableitung
B.2.1 Selbstadjungiertheit des Zeitableitungsoperators

In [PICARD 2009] wird ein verallgemeinerter Zeitableitungsoperatorgestellt, der beschrankt
invertierbar ist. Dieser Operator soll im Folgenden kurlawert und untersucht werden. Sei
(L*(R), (0, O),.) der HLBERT-Raum der quadratintegrierbaren, komplexwertigen Fonletn

o

aufR und (COO(]R), (O, D>L2) der Raum der glatten, komplexwertigen Funktionen mit kokapa

tem Trager, der dicht id?(R) liegt. Dann gilt fur den aufi“oo(]R) beschrankten Zeitableitungs-
operatorg,

Coo(R)
A <%80¢,¢> =/<% 0¢(t)) w(t) (B.15)
$EC o0 (R) e
= / —% W& (U (t) (B.16)

teR

Mithilfe der partiellen Integration folgt hieraus

A (Gaow) = [owrawn - 10w (817)
H6ECa0(R) Yo -
1
= [0 (o0 (8.18)
JooGao)
~ (o o0) (8.19)

wobei Randterme aufgrund des als kompakt vorausgesetzéger entfallen. Aus dieser Be-
ziehung kann gefolgert werden, da&;#8 ® symmetrisch ist. Mit einem etwas aufwendigeren

Beweis lasst sich sogar zeigen, dass die Aussage

%30 _ (1(90)* (B.20)

1

gultig ist, d. h. das$),

Em) selbstadjungiertist, vgl. [RARD 2009].

B.2.2 FouRIER-Transformation

Als Beispiel einer spektralen Zerlegung des Zeitableitopgrators lasst sich dieOBRIER-
TransformationF verstehen. Sie ist die stetige Fortsetzung der Abbildung

F:Cu®) CL*R) — L*R)
o = 3 mit b() = —= [en(canot) (e R

teR

(B.21)
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Aus dem Satz von ANCHEREL folgt, dass die Abbildund’ normerhaltend ist

N I1F|." = (Fé,Fo), (B.22)
p€L?(R)
= / \‘/ exp(—ust)o(t) (B.23)
teR |beR R
= lloll " - (B.24)

Da die stetige Fortsetzung vanebenfalls normerhaltend ist, folgt dies auch frinsbesondere
ist die FOURIER-TransformationF auch skalarprodukterhaltend

N (Fo.F)= (6.9 (B.25)
¢, peL?(R)

da die Norm durch das Skalarprodukt induziert wird. Inshelgoe gilt
N (Fo, Fo)a = (6, FFb). . (B.26)
pYEL2(R)

Um auf die Unitaritat vonF zu schlief3en, fehlt noch eine Aussage Uber die Surjektivda F
bzw. F*. Zu diesem Zweck ist es hilfreich zu klaren, welche FoFinhat. Es gilt mit dem Bu-
RIER-Inversionssat?®

A Fow = / (jz_ﬁ / exp(zst>¢<s>) vt (8.27)
#,1HEC o0 (R) teR seR
1 *
= EG/RG/ReXP(ZStW(S) Y(t) (B.28)
1 .
= \/—2_W€/Rt€/R exp(1st)p(s) () (B.29)
1
= [ ¢(s)* ( exp(zst)w(t)) (B.30)
= (6, FY) o (B.31)
1
= N Fu@) =— [ explut)y(t) (z€R) . (B.32)
oo (R) \/2_7264

Demzufolge sind die 8URIER-Transformation und ihre Adjungierte durch eine Skaligyuamit-
einander verbunden

F = O’(_l)F* . (833)

o]

118)m Rahmen dieser Herleitung darf die Integrationsreihigefagetauscht werden, da ¢y € C.(R) sind
undC . (R) dichtin L2(R) ist.
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Da o) unitar ist, ist7* surjektiv und damit isf unitar
Fr=F"' . (B.34)

Mithilfe der partiellen Integration folgt fur die B®URIER-Transformierte des Zeitableitungsopera-
tors

1
FOy, =myF = ;80 = F'myF (B.35)

was eine Spektraldarstellung des Operatdrg) d, ist, d.h. eine unitare Transformation, so
dass(1/2) 9, unitér aquivalent zum Multiplikationsoperator ist.

B.2.3 Definition der verallgemeinerten Zeitableitung

Eine Mdglichkeit, auch nichtglatte Funktionen ableiten kiinnen, ergibt sich durch die Ein-
fuhrung eines H.BERT-Raumes mit gewichtetem Skalarprodukt. Durch die Vertétdigung

von é’oo(]R) bezlglich des gewichteten Skalarproduktes 0),,,

A (0= [ o200 (B.36)

$1E€C o0 (R) ter

entsteht der gewichtete?-HILBERT-Raum H,,, flr ein gewahltes € R. Die zugehorige Norm
wird mit |[O]|,, , bezeichnet. Fur den Fall= 0 entsteht auf diese Weise densERT-Raum Hy ,
welcher dem Raum der quadratintegrierbaren Funktiditeentspricht. Um auch im gewichteten
HiLBERT-Raum eine spektrale Zerlegung des Ableitungsoperatofsmdan, ist es zweckmafiig
einen passenden Multiplikationsoperator zu definierezulérd die stetige Fortsetzung des Ope-
rators

&p(—vmo) : Cno(R) C Hyy — Cuo(R) C Hop C LA(R)
¢ — exp(—vmgy)p

mit  (&%5(—vmo)9) (x) = (Xp(—va)9) (z)
(B.37)

mit exp(—rmy) bezeichnet. Wie sich zeigen lasst,dsp(—»m,) normerhaltend und surjektiv und
damit unitar

A fexp(-vmna)o exp(-vma)s), , = [ exp(=20) (exsp(-v1)o(t))” expl )i (0

$EC o0 (R) 1ER

(B.38)

= /exp(—Zut) exp(vt)o(t)” exp(—vt)Y(t)

(B.39)
= (0, ¥),0 (B.40)

A (exp(—vmo), ), = / exp(—20t) (exp(—rD)p(t)" (1) (B.AL)
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= /exp(—Zut)qb(t)* exp(vt)(t) (B.42)
teR
= (¢, exp(vmo)ih), o - (B.43)
Demnach gilt die Beziehung
(exp(—vmg))* = (exp(—vmg))™" . (B.44)
Mithilfe des neu eingeflihrten Multiplikationsoperatoraf adlem RaumH,, lasst sich ein
zu (1/1) 9, unitar aquivalenter Operator finden
1 1
;31, = exp(umo)zaoexp(—l/mo) , (B.45)

der auf H,, definiert ist. Analog zu(1/:) 9, auf L?(R) lasst sich die Selbstadjungiertheit
far (1/:)0, auf H,, beweisen. Anschaulich kann diese auch aus der Selbstaeljtieit
von (1/1) 9, gefolgert werden

(%31,) = (exp(umo)%ﬁo exp eXp(—l/mO)) (B.46)
* ]' : *
~ (expl-mn) (12,) (expOama) (8.47)
= lay : (B.48)
7
Wie diese kurze Untersuchung (unter Verwendung der Proelgéf) herausstellt

/\ 0, = exp(vmy)0, exp(—vmy)¢p (B.49)

$€Co0 (R)
= exp(vmg)(—) exp(—vimy)¢ + exp(vimg) exp(—vimg) o (B.50)
= v+ 0,0 (B.51)

geht der Operatad, trotz seiner bisher gezeigten Eigenschaften fur glattkfamen (aul3er bei
der Wahl vonv = 0) nicht in den Ableitungsoperata, tber. Demzufolge wird als Ableitungs-
operator auf dem Rauifi, , der Operator

By =0, + v (B.52)

14

gewahlt und als verallgemeinerter Ableitungsoperatoelodmet. Mithilfe des Distributivgesetzes
kann gezeigt werden, dass dieser Operator normal ist

00,0 =0, 4+v)(0,+v) (B.53)
= (0, + 1/) (=0, +v) (B.54)
= (=0, +1) (0, +7) (B.55)
= (0, + V) (0, +v (B.56)
= (0p0) Opy (B.57)
dabei werden die Be2|ehungen
0,) =-0, , (B.58)
V) =v (B.59)

verwendet sowie die Tatsache, dadssind v dicht definiert und stetig sind.
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B.2.4 Beschranktheit der Inversen der verallgemeinerten gitableitung

Fur die Losung von Problemen, bei denen der Zeitableitysgysmor zu invertieren ist, ist es ent-
scheidend, ob die Inverse dieses Zeitableitungsopetagschrankt ist. Um festzustellen, 8t
beschrankt ist, muss fur die Operatornorm der Inversenei@atlgemeinerten Zeitableitung

190~ = sup {10077 ]L,6" | £ € Hun (0.1) (8.60)

eine Abschatzung gefunden werden. Dafir ist zunachst digeFzu beantworten, welche
Formd,,~! hat.

Sei dazw > 0 angenommen, dann gilt

(Do) = (007" (B.61)
= (=0, +v)" (B.62)
= (=0, +2w)"" . (B.63)

Fir einy € éoo(R) entsteht hieraus die Differentialgleichung

—Ogpt +2vp = . (B.64)
Mit dem Ansatz (Variation der Konstanten)

wu(t) = C(t) exp(2vt) (B.65)
folgt fiir die Konstante

C(t)=— / exp(—2vT)Y(T) (B.66)

TE[to,t}

und damit fir die Losung

o (t) = (81,0’1)* (1) = —exp(2vt) / exp(—2vT)Y(T) (B.67)

TE[to,t]

was schon eine Idee der gesuchten Inversen vermittelt. tiengefundene Lésung fiir Sinn
hat, muss gelten

fo € Huo = il <00 . (B.68)

Dementsprechend ist eip € R := RU{—o0, 0} gesucht, so dags, die angegebene Bedingung
erflllt. Eine erste Abschatzung fir die Norm vpy) fuhrt nach langerer Rechnung zu

lp2sol,0 < / H 1- eXp((;il)JQ(to —s))

seR

exp(—2vs)[[e:(s)]lz” (B.69)
R

Die rechte Seite dieser Abschéatzung ist beschrankt, weémm (¢ 0)

1 —exp(—2v (to — s))
(2v)°

(B.70)

R
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beschrankt ist. Dies gilt fur
ty = 0 (B.71)

und daraus folgt

1
ol < o=l " (B.72)

0= 9y

Als Zwischenldsung lasst sich demnach die Adjungierte dsughten Inversen zu

polt) = (0007 () =esxplevt) [ exp(-2vryu(r) (B.73)

TE[t,00)

angeben. Aus der Definition der Adjungierten und der (higveukirzt wiedergegebenen) Rech-
nung

(o~ 1), = {1+ (007) ), (B.74)
:/ exp(—2vt)u(t)* exp(2vt) / exp(—2v7)Y(T) (B.75)
teR TE[t,00)

— [ |ewt-2n| [ e | (B.76)
TER te(—oo,7]

l&sst sich die Inverse des verallgemeinerten Zeitablggoperators als

@) 0= [ u) (B.77)

TE(—00,t]

ablesen. Als obere Abschatzung kann demnach fgr 0 (nach relativ aufwendiger Rechnung,
vgl. Abschnitt B.3)

-1 2 i 2 1 _
¢€/I>UA’0H8VO (le/,O - V2H¢Hl/,0 = HaVO H - HVHR

1

(B.78)

angegeben werden.

Aus dieser Operatornorm des verallgemeinerten Zeitainlggoperators lasst sich fur globabL
SCHITZ-stetige Funktioner® ein sehr giinstiges Verhalten bei der numerischen Invarteeder
verallgemeinerten Zeitableitung feststellen. Denn estlégh zeigen, dass fur ein ausreichend
grol3 gewahltes nach dem BNACH-Fixpunktsatz stets eine konvergierende, numerischerigysu
vorhanden ist, deren Fehler sich sogar a priori abschaézsi |

119 pjese Funktionen werden auch als dehnungsbeschranktheeei
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B.2.5 Beispiele zur verallgemeinerten Zeitableitung
In einem kurzen Beispiel wird die verallgemeinerte Zeksdtiing exemplarisch fir die Funktion

D(t) = X, ()t (B.79)
bestimmt. Diese Funktion ist im Ublichen Sinne nichtddéfezierbar, da sie an der Stetle= 0
einen Knick besitzt. Im Sinne der verallgemeinerten Zégialng kann jedoch eine Ableitung ge-

funden werden. Fir eine Beispielfunktigne C,(R) lasst sich unter Verwendung der partiellen
Integration

<au(]¢ ) w>y,0 = <¢ ) ayo*w>1/70 (BSO)
— [ exp(-21)6(6)" (-a0(®) + 200(t) CEI
teR
- / exp(—20t)t (—Ay(t) + 20(8)) (B.82)
t€[0,00)
_ / exp(—20t)b(t) + t (—(1))[> (B.83)
t€[0,00)
— [ exp(-2vthxe, (0000 (8.84)
teR
= (XR20s ¥, 0 (8.85)
zeigen. Damit ergibt sich fur die verallgemeinerte Abledwer Funktiony
al/OQS = XRZO ' (886)

Eine weitere Besonderheit der verallgemeinerten Zeiiainlg ist, dass ihre Inverse stets eindeutig
existiert. Um dieses Verhalten naher zu erlautern, sepisveise

1 ,xel,3

0 ,zcR\JL3] (B.87)

¢ =0y f(t) = xp3(t) = {

gegeben. Durch die Erkenntnisse des vorangegangeneniddgikpnn eine Vermutung fur die
LAsung angestellt werden

0+C ,x € (—o0,1)
f)=< t—1+C ,zell,3] : (B.88)
2+ C .z € (3,00)

die abgeleitet wiedey ergibt. Damitf jedoch auch im gesuchten Lésungsraum liegt, muss die
Quadratintegrabilitat sichergestellt werden. Dies bé&gtedass der Ausdruck

||f||l,702 = /exp(—Ql/t) (0+C)? +/exp(—2yt) (t—1+0C)+ /exp(—ZVt) (2+C)
te(—o0,1) te(1,3] te(3,00)

(B.89)
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beschréankt sein muss. Daraus ergibt sich die noch nichinliast Konstant&' fur v > 0 zu

0 ,x € (—o00,1)
C=0 = ft)=< t-1 ,xell,3 (B.90)
2 ,x € (3,00)

und firr < 0 zu

-2 Lz € (—o0,1)
C=-2 = f(t)=1 t—3 ,xell,] : (B.91)
0 ,x € (3,00)

B.3 Abschatzung zur Hilfslésung beim Integrationsansatz

In Abschnitt 3.3.2 wird eine Abschatzung flr eine Funktieandtigt, die aus der Invertierung
des verallgemeinerten Zeitableitungsoperators entstelst Platzgriinden wird diese Herleitung
an dieser Stelle ausfuhrlich dargestellt

||w||V702:/ /Hw(f,F)HRzexp(—Zﬂ) (B.92)
reER teR
:/ / / h(s,r — A(s) + A(t))|| exp(—2vt) (B.93)
TER #cR || 5€(—o00,t] R
_ / / / h3.7)|  exp(—20F) (Substitution) (B.94)
ZER ZcR || 3€(—00,f] R
g/ / / Ih(3,%)|lg" exp(—vt) (Dreiecksungleichung) (B.95)

Z€ER tcR 3c(—o00,t]
2

// / exp(— eXP(gE)h(E?)HR exp(—vt) (Erweiterung)

ZER teR 3€(—o0,t]

(B.96)

S/ / / Hexp(—%E)h(E,Z)H;eXp(VE)exp(—yf) (B.97)
ZER 1R 5€(—o0,t]

/ / / exp( ——s h(s,%) ;exp(—uf) (B.98)

ZER TeR s€(—o00,t]
(CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung)

L oL e 899)

ZER teR 3€(—00,t]
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[ ] InGE) exp(-vs) exp—v2) (B.100)

v
ZER 3ER fe(s,00]

IN

(Tausch der Integrationsreihenfolge)

< %/ /Hh(E,E)H]Rf exp(—v3) exp(—v3)  (Integration) (B.101)
zZeER seR

<[ [ Iz exp(-20m) (B.102)
zZER S€ER

< iHhH 2 (B.103)

< S lhll,* - .

Abbildung B.1 zeigt schematisch wie in GI. (B.100) bei obigierleitung die Integrationsreihen-
folge vertauscht wird.

V|

\

Abbildung B.1: Schaubild zum Vertauschen der Integratieinenfolge (zu integrierender Bereich
grau hinterlegt)

B.4 Besondere Eigenschaften der [RAC -Distribution

Es gelten fur die DRAC-Distribution§ per definitionem folgende Zusammenhange

(6,0),, =1, (B.104)
N\ (6.0, =0(0) . (B.105)
$EAbD(R, R)
(B.106)
Umgekehrt kann die RAC-Distribution als eine Art Ableitung der charakteristischFunktion
1 ,0€A
= ’ B.107
xa(x) { 0 . sonst ( )

interpretiert werden, d. h. es gilt
DoXRsy =0 . (B.108)
Anschaulich kann die RAC-Distribution tiber die stetig differenzierbare Folge vao€kenfunk-
tionen beschrieben werden.
1 x?

de = N eXp(—%) : (B.109)
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wobei im Grenzubergang — 0 die Eigenschaften deriRAc-Distribution erhalten werden. Au-
Rerdem qilt
lim d.(z) =0 . (B.110)
r——00
Mithilfe dieser Funktionenfolge lasst sich unter Anwenguwer partiellen Integration zeigen, wie
sich die DRAcC-Distribution bei einer Integration Uber einen Teilbeletter reellen Zahlen verhalt

AN [ @ssamn= [ asmem 111
a<0  s#0 elays] 7eia,s]
—amemiZ- [ amasr)  (@112)
T€[a,s]
— 0:(8)p(s) — Xr-,(5)0y9(0) fura — —oo (B.113)
— —0y0(0) furs — oo . (B.114)
Demzufolge gilt fur die Ableitung der [RAcC-Distribution
N (0. 8y, = — (6, 000),, = —0,0(0) . (B.115)
$EAbD(R, R)

B.5 Bestimmung einer Stammfunktion zux sin(ax) sin(bx)

In Abschnitt 4.2.1 wird eine Stammfunktion zur Funktion
g(x) = xsin(ax) sin(bz) (B.116)
bendtigt. Da Ubliche Nachschlagewerke das zugehdérigestinirate Integral nicht enthalten, wird

es aus einer anderen Stammfunktion ermittelt. IRQRSTEIN et al. 2008, S. 1074] kann hierftr
die Stammfunktion zur Funktion

f(z) = sin(az) sin(bz) (B.117)
als
sin((a—b)z) sin((a+0b) )
F(r) = /Sin(ax) sin(bz) = . 2 (al— b) 2(a+b) , llallg # [[0lg
v 5 — 7~ sin(2ax) , sonst
2 4a
(B.118)

gefunden werden. Mithilfe dieser Stammfunktion und der Andung der Regel der partiellen
Integration kann die gesuchte Stammfunktiondiy > 0 als

G(z) = /x sin(az) sin(bz) (B.119)
=aF(z) — /F(m) (B.120)
sin(m(a —b)z) sin((a+b)x) cos((a—b)x) cos((a+b)x)
_ x( 2(a—0b)  2(a+0) )+ 2(a—0b°  2(a+b)> a7 b
x (1:1: L sin(2ax)) - le L cos(2ax) sonst
2" da 4 8a? ’

(B.121)



176 B Ergédnzungen zum Verhalten eindimensionaler Kontinua

formuliert werden. Nach der bestimmten Integration auf detervall [0, 7] und der Annahme,
dassa, b € N gilt, ergibt sich

G(m) — G(0) = / x sin(ax) sin(bx) (B.122)
z€[0,7]
(cos((a=b)m) cos((atb)m) 1 1 a#b
_ 2 (a—b) 2(a+b)°  2(a—0b)° 2(a+b)?
179 , sonst
\ 4
(B.123)
(0 ,(a#b) A((a+b) mod 2 =0)
_ _((124%2)2 (a#b)A((a+b)mod240) (B.124)
%72 , sonst

was in Gl. (4.39) Anwendung findet.






In der vorliegenden Arbeit werden kontinuumsmechanische Probleme mit nichtmateriellen
Randbedingungen untersucht. Randbedingungen gelten dabei als nichtmateriell, wenn sie
im Zeitverlauf nicht ein und demselben materiellen Punkt zugeordnet werden konnen. Die
Erweiterung der klassischen kontinuumsmechanischen Feldgleichungen um solche Rand-
bedingungen erfolgt unter Anwendung einer Arbitrary-LAGRANGE-EULER-Kinematik. Hierbei
wird eine Notation entwickelt, bei der Feldgrofden und Operatoren ihre jeweilige Platzierung
eindeutig zugeordnet wird. Insbesondere in Hinblick auf eine konsistente Darstellung von
Ableitungsoperatoren werden die Vorteile dieser Schreibweise dargelegt.

Zur Ermittlung und Untersuchung (semi-)analytischer Ldsungen dienen Beispiele eindi-
mensionaler Kontinua, die sich zwei unterschiedlichen Problemklassen zuordnen lassen. In
der ersten Problemklasse gelingen analytische Losungen mit Hilfe eines Integrations- und
eines Separationsansatzes fur das Modell einer axial unbewegten, schwingenden Saite. Als
nichtmaterielle Randbedingungen werden dabei die transversalen Verschiebungen an zwei
zeitabhangigen Positionen zu null vorgeschrieben. In der zweiten Problemklasse sind eine
Saite sowie ein Seil, die einer vorgegebenen axialen Fihrungsbewegung unterliegen, Ge-
genstand der Untersuchung. In diesem Fall sind die zwei vorgegebenen, raumlich festen
Verschiebungsrandbedingungen nichtmateriell. Es finden (semi-)analytische Verfahren An-
wendung. Die Relativgeschwindigkeit zwischen den Randbedingungen und dem jeweils
betrachteten Kontinuum wird dabei als beliebig zeitabhangig angenommen. Eine experi-
mentelle Studie zum Schwingungsverhalten eines Monochords mit nichtmateriellen Rand-
bedingungen vervollstandigt die Analyse eindimensionaler Kontinua.

Aus den ermittelten (semi-)Janalytischen Lédsungen werden Ruckschlisse auf das Transfor-
mationsverhalten der Bewegungsgleichungen dreidimensionaler Kontinua gezogen. Damit
sind die entwickelten Methoden in vielen technischen Anwendungen einsetzbar. Als ein
wirtschaftlich bedeutendes Beispiel ist die Schwingungsanalyse axial bewegter Papier-
bahnen in Papierproduktionsmaschinen zu nennen.
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