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Die Eiche und das Schilfrohr

Die Eiche sprach zum Schilf: ,,Du hast, so scheint mir, guten Grund mit der Natur zu grollen.
Zaunkoniglein ist dir schon eine schwere Last. Der Windhauch, der in leisesm Schmollen des Ba-
ches Stirn, unmerklich fast, krauselt, zwingt dich, den Kopf zu neigen. Indes mein Scheitel trotzt
der heil3en Sonne Glut gleich hoher Alpen Firn. Und nicht des Sturmes Wut vermag mein stolzes
Haupt zu beugen. Was dir schon rauher Nord, scheint linder Zephir mir. Ja, stdndst du wenigstens
gedeckt von meinem Laube in meiner Nachbarschaft, dann - glaube - gern meinen Schutz gewéhrt’
ich dir. Du wirdest nicht dem Sturm zum Raube. So aber stehst am feuchten Saum des Reichs der
Winde du in preisgegeb’nem Raum. Sehr ungerecht an dir hat die Natur gehandelt!*

,»Dein Mitleid*, sagt das Rohr, ,,das plétzlich dich anwandelt, von gutem Herzen zeugt. Doch sorge
nicht um mich. Glaub, minder drohet mir als dir der Winde Toben. Ich bieg’, ich breche nicht. Bis
heut’ zwar hieltst du dich und standst, wie furchtbar sie auch schnoben, fest, ungebeugt an deinem
Ort. Doch warten wir’s ab!*

Kaum sprach es dieses Wort, da sieh, am Horizont in schwarzer Wolke zeigt sich und rast heran,
ein Sturmes Aar, der Schrecken schrecklichster, den je der Nord gebar. Fest steht der Baum, das
Schilfrohr neigt sich. Der Sturm verdoppelt seine Wut und tobt bis er entwurzelt féllte den, des
stolzes Haupt dem Himmel sich gesellte und dessen Ful3 ganz nah dem Reich der Toten ruht.

Jean de La Fontaine, 1621-1695
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Kurzfassung:

In der vorliegenden Dissertation wird auf der Grundlage einer kontinuumsmechanischen Heran-
gehensweise die Formulierung eines mechanischen Modells in Verbindung mit der Umsetzung
in ein Schalenelement im Rahmen der Finite-Element-Methode zur Simulation des Tragverhal-
tens geschichteter Flachentragwerksstrukturen unter Berticksichtigung der Schadigungsart Dela-
mination vorgestellt. Grundlage des Mehrschichten-Modells ist die Entwicklung einer geometrisch
nichtlinearen oberflachenorientierten Schalentheorie mit schub- und dickenelastischem Verhalten
ausgehend von der volistandigen Kinematik einer Multidirektor-Theorie. Der Oberflachenbezug
gewabhrleistet eine auf Kontaktprobleme angepasste mechanische Modellbildung. Innerhalb der
Schichten wurde ein Materialgesetz fur linear elastisches, orthotropes Material verwendet, des-
sen Dreidimensionalitat durch die Schalenformulierung nicht eingeschrankt wird. Das Hauptau-
genmerk der Arbeit liegt auf der Entwicklung eines auf verschiedene Materialien anpassbaren
Schichten-Verbundmodells. Das Versagen des Schichtenverbundes — Delamination genannt — wur-
de durch ein einfaches Spannungskriterium beschrieben. Die Delamination wird durch Modifika-
tion der kinematischen Bedingungen diskret berlicksichtigt. Zur Beschreibung des Tragverhaltens
nach Ausbildung der Delamination wurde ein als ,,innerer Kontakt* bezeichnetes Kontakt-Modell
entwickelt, durch das Adhésion zwischen den Schichten berticksichtigt werden kann. Das vorlie-
gende Schalenmodell kann bei Berlicksichtigung von Delamination auf Probleme, in denen kleine
Relativverschiebungen zu erwarten sind, fir beliebige elastische Materialien angewendet werden.
Der Rahmen, in dem diese Arbeit entstand, gab den hauptsachlichen Einsatzbereich, die Simulati-
on von Flachentragwerksstrukturen mit einer Verstarkungsschicht aus textilbewehrtem Feinbeton,
vor.

Schlusselworte:  Kontinuumsmechanik, Materialtheorie, Kontaktformulierung, oberflachenori-
entierte Schalentheorie, Methode der finiten Elemente, Verbundverhalten, De-
lamination

Abstract:

This publication introduces, in a continuum-mechanical approach, the formulation of a mechanical
model in connection with the transformation into a shell element using the finite element method
for the simulation of the load-bearing behaviour of laminated shell structures thereby considering
delamination as a type of damage. This multi-layer model is based upon the development of a geo-
metrically nonlinear surface-related shell theory with shear-elastic behaviour and variable thick-
ness, beginning with the complete kinematics of a multi-director theory. The surface relationship
ensures a mechanical modelling which is adaptable for contact problems. A linear-elastic ortho-
tropic material law, whose three-dimensionality is not restricted by the shell formulation, applies
within the layers. The main focus of the thesis is on the development of a layer-bond model that can
be adjusted for different materials. The debonding of layers — called delamination — is described
by a simple stress criterion. Delamination is discretely taken into account by modifying the kine-
matic conditions. A contact model, called ,,inner contact”, that can be used to account for adhesion
between layers, has been developed to describe the load-bearing behaviour after delamination has
occurred. The present shell model is restricted to elastic material behaviour and can preferably
be applied to such problems where small relative displacements are expected. The environment,
in which this research has been conducted, established the primary of application area, which is
the simulation of shell structures within a strengthening layer comprised of textile-reinforced con-
crete.

Keywords: continuum mechanics, material theory, contact formulation, surface-related shell
theory, finite element method, bond behaviour, delamination
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1 Einleitung
1.1 Ziele der Arbeit

Die vorgelegte Dissertation steht in engem Zusammenhang mit der Forschung im Rahmen des Son-
derforschungsbereiches 528 ,, Textile Bewehrungen zur bautechnischen Verstarkung und Instand-
setzung“ an der Technischen Universitat Dresden im Teilprojekt C2 ,,Entwicklung oberflachen-
orientierter Schalentheorien und entsprechender FE-Modelle*, vgl. dazu die Beitrdge in den Kol-
loquiumsbénden [ MATHEAS et al. 2001] und [ ZASTRAU et al. 2003]. Ein wesentliches Ziel der
Forschungstétigkeit dieses Sonderforschungsbereiches ist die analytische und numerische Erfas-
sung des Tragverhaltens von flachigen Verstarkungen aus Feinbeton, die durch Kohle- bzw. Glas-
fasergelege bewehrt sind. Im Rahmen dieser Arbeit werden die theoretisch-numerischen Aspekte
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Abbildung 1.1: Delamination an textilbetonverstarkten Plattenbalken

der Herleitung entsprechender oberflachenorientierter Schalentheorien und ihrer Umsetzung in ein
leistungsstarkes Finite-Element-Programmpaket behandelt. Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine me-
chanische und numerische Berechnungsgrundlage zu schaffen, die es insbesondere erlaubt, phy-
sikalische Eigenschaften in Flachen zu bericksichtigen, in denen gleiche oder unterschiedliche
Materialien gefiigt sind. Die hier aus den oberflachenorientierten Schalentheorien entwickelten
Finite-Element-Modelle beziehen sich mit Ricksicht auf die Einbindung im Sonderforschungs-
bereich vordringlich auf Flachentragwerke aus Textilbeton, obwohl die methodischen Zugénge
werkstoffneutral sind. Hinsichtlich des in dieser Arbeit eingefiihrten Materialgesetzes soll jedoch
nur eine sehr einfache Naherung flr das tatséachliche Materialverhalten von textilbewehrten Mate-
rialien verwendet werden, da im Rahmen der Arbeit neben der Entwicklung des Schalenmodells
schwerpunktmaRig ein spezieller Versagensmechanismus, und zwar die Delamination, untersucht
werden soll.

Anwendungsorientiertes Ziel dieses Forschungsprojektes ist es u.a., den Beanspruchungs- und
Schadigungszustand in der Verstarkungsschicht zu bestimmen. Mit den in dieser Arbeit zu ent-
wickelnden Schalenmodellen sollen die Ermittlung von Kontaktspannungszustand und Bruch-
verhalten in Form von Delamination, zum Einen zwischen Grundmaterial und Verstarkung und
zum Anderen in Flachen zwischen einzelnen Lagen innerhalb der Verstarkung ermdglicht werden.
Ein solcher durch Delamination verursachter Schaden an textilbetonverstérkten Plattenbalken bei
Versuchen des Teilprojektes D1 des Sonderforschungsbereiches 528 ist in Abb. 1.1 dargestellt. Im
Zusammenhang mit der Untersuchung des Bruchverhaltens sollen durch das Modell in Schalen-
dickenrichtung verteilte Lasten bzw. Spannungskonzentrationen im Grundmaterial beruicksichtigt
werden konnen. Zudem sollen finite Elemente, die auf die Simulation der Entstehung von Delami-
nation und das Tragverhalten nach erfolgter Delamination ausgerichtet sind, zur Verfligung gestellt
werden.
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1.2 Kontinuumsmechanische Grundlagen
1.2.1 Kontinuum

Die Kontinuumsmechanik umfasst die Untersuchung des Verhaltens von Kérpern unter dufl3eren
Einwirkungen, z. B. durch Krafte und Momente, Randverschiebungen oder Erwarmung. Sie bildet
in diesem Zusammenhang den theoretischen Rahmen fiir Festkorper, Flissigkeiten oder Gase. Im
kontinuumsmechanischen Modell wird der atomare oder mikrostrukturelle Aufbau der Korper ver-
nachléssigt. Der Korper wird als zusammenhangende Menge von materiellen Punkten betrachtet,
das sogenannte Kontinuum. Den materiellen Punkten im Kontinuum sind physikalische GréRen,
z. B. Verschiebungen, Spannungen, Temperatur, zugeordnet, die als Felder bezeichnet werden. Zur
Berechnung der Bewegung eines Korpers bei vorgegebenen Randbedingungen sind Beziehungen
zwischen den Feldern zu formulieren, die sogenannten Feldgleichungen, die zusammen im Allge-
meinen ein System gekoppelter nichtlinearer partieller Differentialgleichungen darstellen, dessen
Ldsung bevorzugt numerisch angestrebt wird. Um eine Losung des Gleichungssystems erhalten zu
kdnnen, muss die Anzahl unabhéngiger Gleichungen so grol3 wie die Anzahl der unbekannten Gro-
Ren sein. Die Feldgleichungen lassen sich in drei Gruppen einordnen: Kinematische Gleichungen,
Bilanzgleichungen und konstitutive Beziehungen.

1.2.2 Kinematische Gleichungen

Die kinematischen Gleichungen sind stoffunabh&ngig. Sie kénnen z.B. auf der Grundlage von
Verschiebungs-, Geschwindigkeits- oder Beschleunigungsfeldern, Verzerrungsfeldern oder Defor-
mationsgeschwindigkeitsfeldern formuliert werden. Die durch diese Gleichungen beschriebenen
Beziehungen innerhalb des Kontinuums liefern die Grundlage fir die Formulierung unterschiedli-
cher sogenannter Tragwerkstheorien, darunter FIachentragwerkstheorien, wie Scheiben-, Platten-
und Schalentheorien.

1.2.3 Bilanzgleichungen

Die Bilanzgleichungen der Mechanik stellen Grundgesetze der Kontinuumsmechanik dar und bil-
den damit die Grundlage zur Beschreibung mechanischer Problemstellungen. Sie bilden gemein-
sam mit der Entropieproduktionsungleichung den notwendigen Rahmen fir die Beschreibung des
Deformationsverhaltens eines materiellen Korpers. Sie sind unabhangig vom gewahlten Mate-
rialmodell. Aus den Bilanzgleichungen fiir jedes Teilvolumen lassen sich Gleichungen fiir jeden
materiellen Punkt aufstellen. Erhaltungssétze werden fiir einen materiellen Kérper in der Momen-
tankonfiguration aufgestellt.

Die prinzipielle Struktur der Bilanzgleichungen ist derart, dass die zeitliche Anderung einer ex-
tensiven physikalischen GrolRe der Zufuhr durch die Oberflache, der Zufuhr im Inneren des Be-
trachteten Volumens und der Produktion im Inneren dieses Volumens gleichgesetzt wird. Handelt
es sich um eine ErhaltungsgroRe, verschwindet der Produktionsterm, und die Gleichung geht in
einen Erhaltungssatz uber.

Massenerhaltungssatz.
Die Masse eines materiellen Korpers andert sich zeitlich nicht.

Impulsbilanz.
Das NEwTONsche Axiom lautet: ,,Die zeitliche Anderung der BewegungsgroRe ist der Einwir-
kung der bewegenden Kraft proportional und geschieht in der Richtung derjenigen Geraden, in
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der diese Kraft wirkt.” Der Begriff der Bewegungsgrofie war bei NEwWTON das Produkt aus Masse
und Geschwindigkeit. Daraus kann fur den Fall, dass die resultierende Kraft verschwindet, der Im-
pulserhaltungssatz formuliert werden: Die Summe aller flr einen materiellen Kérper vorhandenen
Impulse &ndert sich zeitlich nicht.

Drehimpulsbilanz.

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses eines materiellen Korpers ist gleich der Summe aller am
materiellen Kérper angreifenden Momente. Daraus kann flr den Fall, dass das resultierende Mo-
ment verschwindet, der Drehimpulserhaltungssatz formuliert werden: Die Summe aller fir einen
materiellen Kdrper vorhandenen Drehimpulse &ndert sich zeitlich nicht.

Energieerhaltungssatz.

Der Energieerhaltungssatz wird auch der ,,Erste Hauptsatz der Thermodynamik® genannt. Die zeit-
liche Anderung der Gesamtenergie eines materiellen Korpers, die sich aus der inneren Energie und
der kinetischen Energie zusammensetzt, ist gleich der Summe der mechanischen Leistung der &u-
Reren Lasten und der duBeren thermischen Leistung. Im Begriff der duReren Lasten sind sowohl
Krafte und Momente, die auf die Oberflache als auch auf das Volumen des materiellen Korpers
wirken, enthalten.

Entropiebilanz.

Im Zusammenhang mit der Entropie kann im Allgemeinen kein Erhaltungssatz entwickelt werden.
Vielmehr handelt es sich um eine Ungleichung, welche die Richtung des Prozesses thermomecha-
nischer Vorgange vorgibt. Die Entropieproduktionsungleichung wird auch der ,,Zweite Hauptsatz
der Thermodynamik“ genannt. Anschaulich beinhaltet sie zwei physikalische Erkenntnisse, die auf
Arbeiten von CLAUSIUS und DUHEM zurlickgehen und vom Ersten Hauptsatz der Thermodyna-
mik nicht beruicksichtigt werden: Warme flief3t stets von einem Reservoir mit h6herem Temperatur-
niveau in Richtung eines Reservoirs mit niedrigerem Temperaturniveau, und mechanische Arbeit
kann in Wéarme verwandelt werden, die so erzeugte Wé&rmemenge kann jedoch nicht vollstandig in
mechanische Arbeit zurlickverwandelt werden. Die Entropie charakterisiert das in einem System
verbleibende Arbeitsvermdgen. Die zeitliche Anderung der Entropie eines materiellen Korpers ist
gleich der Zufuhr und der Produktion von Entropie in den bzw. im materiellen Korper.

1.2.4 Konstitutive Beziehungen

Die konstitutiven Beziehungen berlicksichtigen das unterschiedliche Verhalten verschiedener Ma-
terialien unter gleichen Beanspruchungen. Die Beschreibung des Materialverhaltens erfolgt in die-
ser Arbeit rein phdnomenologisch. Zur Aufstellung von Stoffgesetzen sind in den letzten Jahrzehn-
ten Prinzipien herausgearbeitet worden, die iberwiegend axiomatischen Charakter besitzen, vgl.
[ERINGEN 1980]. Diese werden in Abschnitt 2.6.1 genannt.

1.3 Grundlagen der mechanischen Modellbildung
1.3.1 Schalentheorien

Ziel von Schalentheorien ist es, das Tragverhalten von Koérpern, deren Dicke klein gegentiber ihren
ubrigen Abmalien ist, unter Belastung durch GrofRen zu beschreiben, die alle auf eine sogenannte
Schalenreferenzflache bezogen sind. Diese Grolien betreffen insbesondere die Verschiebungen des
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Schalenkontinuums, die als Last einzuleitenden Kréfte und die Randbedingungen. In klassischen
Schalentheorien werden dazu meist Hypothesen hinsichtlich der Kinematik und ggf. des Material-
gesetzes getroffen, wobei u. a. insbesondere die Dickendnderung der Schale meist eliminiert wird.
Die Herleitung von Flachentragwerkstheorien hat mit der Verwendung der Tensorrechnung eine
neue Qualitéat erreicht. Als Standardwerk zu klassischen Schalentheorien sei in diesem Zusam-
menhang [BASAR, KRATZIG 1985] genannt. Fir die Herleitung von Schalentheorien sind aus der
Literatur zwei wesentliche Wege bekannt:

Die Briider CosseRAT schlugen vor, fir Flachentragwerke die Gleichgewichtsbedingungen mit
Hilfe von SchnittgroRen unabhdngig von der dreidimensionalen Theorie in einem zweidimensio-
nalen Modell zu formulieren. Dieses mechanische Modell wird bei seiner rechnerischen oder nu-
merischen Umsetzung nicht durch weitere die Zweidimensionalitéat betreffende Vereinfachungen
veréndert. Die Frage nach geeigneten Stoffgesetzen ist jedoch fiir solche Schalentheorien, die un-
ter anderem von REISSNER und GREEN fur lineare, sowie in [RAMM et al. 1995] fur geometrisch
nichtlineare Probleme vorgestellt wurden, nicht einfach zu beantworten, da die konstitutiven Be-
ziehungen auf der Grundlage von SchnittgroRen formuliert werden miissen. Man spricht in diesem
Zusammenhang von Schalentheorien ausgehend von einer COSSERAT-Flache.

Die zweite Mdoglichkeit ist die Herleitung aus der Annahme eines sogenannten BOLTZMANN-
Kontinuums. In den daraus hervorgehenden Schalentheorien kénnen dreidimensionale Materialge-
setze unveréndert eingesetzt werden. Umfassende Herleitungen von Schalenmodellen unterschied-
licher Ordnung hinsichtlich der Kinematik aus den Gleichungen der dreidimensionalen Kontinu-
umsmechanik auf der Grundlage der Thermodynamik liefern u.a. die Arbeiten [NAGHDI 1963]
und [KRATZIG 1993]. Die Position eines Punktes im Schalenraum wird im Allgemeinen durch
eine vektorwertige Funktion, den sogenannten Direktor, angegeben. Fiir die Erfassung der Verwol-
bung und héherer Querschnittsdeformationen werden weitere Direktoren eingefihrt, die durch Rei-
henentwicklung der Verschiebungen in Dickenrichtung der Schale kinematisch verknuipft werden,
was zu sogenannten Multidirektor-Modellen flhrt. Diese stellen bei Verwendung unendlich vieler
Terme einer polynomialen Entwicklung in Dickenrichtung vollstdndige dreidimensionale Modelle
dar. Die Umsetzung in die Berechnung mittels der Finite-Element-Methode kann durch die Ver-
wendung eines Arbeitsausdruckes wie dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen erfolgen, aus
dem z. B. reine Verschiebungselemente hervorgehen, vgl. [ ZIENKIEWICZ 1983], [BATHE 1990].

Bei Verwendung einer reduzierten Anzahl von Termen treten in Schalenmodellen sogenann-
te ,,locking“-Effekte (Versteifungseffekte) unterschiedlicher Arten auf, die in zahlreichen Ver-
offentlichungen beschrieben und zusammengefasst werden, von denen hier stellvertretend nur
[ECKSTEIN 1999] genannt wird. Die numerische Berechnung im Rahmen der Finite-Element-
Methode mit Anwendung von Enhanced-Assumed-Strain-Konzepten (EAS) zur Vermeidung der
»locking“-Effekte basiert im Allgemeinen auf der Formulierung von Mehrfeld-Funktionalen,
wie dem Hu-WAsHIzu-Funktional, einer Mehrfeld-Darstellung durch Spannungen, \Verzerrun-
gen und Verschiebungen. Dieser Weg flhrt zu sehr allgemeinen gemischten Finite-Element-
Formulierungen. Hierauf fulen effiziente Methoden wie z. B. die Enhanced-Formulierungen oder
hybride Finite-Element-Formulierungen, vgl. [SIMO, RIFAI 1990].

Die Verwendung einer Schalentheorie héherer Ordnung hinsichtlich der Kinematik fuhrt nicht
zwangslaufig zu einer Steigerung der Effizienz, wenn man die anschliefende numerische Realisie-
rung durch finite Elemente mit einbezieht. Diese Modelle sind aber dennoch sinnvoll, wenn spezi-
elle Ph&nomene erst dadurch bericksichtigt werden kénnen, zum Beispiel innerhalb der Schichten
bei geschichteten Schalen. Zudem verschwinden mit zunehmender Anzahl der mitgefiihrten Terme
die ,,locking“-Effekte.
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1.3.2 Oberflachenorientierte Schalentheorien

In fast allen Schalentheorien befindet sich die Referenzflache — in Dickenrichtung des Schalen-
korpers betrachtet — in der Mitte. Eine Verlegung der Referenzflache auf die Ober- oder Un-
terseite des Schalenkorpers liefert sogenannte oberflachenorientierte Schalentheorien. Diese sind
von Vorteil, wenn sich die fiir das Verhalten des Schalenkontinuums innerhalb des Schalenkor-
pers maRgebenden Beanspruchungen und Spannungszustande insbesondere in Schalendickenrich-
tung auf eine oder beide der AuRenflachen konzentrieren bzw. wenn Spannungszustande ins-
besondere in Schalendickenrichtung in einer der AuBenflachen genau erfasst werden mussen,
was z.B. im Zusammenhang mit mechanischen Kontaktproblemen der Fall ist. Es gibt nur we-
nige Veroffentlichungen zum Thema oberflachenorientierte Schalentheorien, zu denen die Ar-
beiten [NAGHDI 1963], [ROTHERT, ZASTRAU 1981], [MATHEAS 1998], [ ZASTRAU et al. 2000],
[ MATHEAS et al. 2003 (a)] und [SCHLEBUSCH 2005] zéhlen.

1.3.3 Mehrschichten-Schalentheorien

Eine weitere Forschungsrichtung auf dem Gebiet der Schalenmechanik stellen Mehrschichten-
Schalenkinematiken (engl.: Multilayer-) dar, die anfangs in Verbindung mit geschichteten La-
minaten eingefuhrt wurden, um die interlaminaren Effekte, insbesondere die Spannungssprin-
ge, die durch unterschiedliche Materialeigenschaften aneinandergrenzender Schichten hervorge-
rufen werden, genauer zu erfassen, vgl. [REDDY 1989], [BRAUN et al. 1994], [SCHULTZ 1996],
[GRUTTMANN 1996] und [BASAR et al. 1997]. Sie gehen aus dem Zusammensetzen von Ein-
schichtentheorien hervor, indem zwischen den Schichten kinematische Kopplungen eingefiihrt
werden. Eine grof’e Anzahl von Schichten, auch mit einer reduzierten Anzahl von Termen ei-
ner polynomialen Entwicklung der Kinematik in Dickenrichtung innerhalb jeder Schicht, kommt
der Approximation eines vollstandigen dreidimensionalen Modelles ebenso nah, wie die Ver-
wendung einer Multi-Direktor-Kinematik innerhalb einer Schicht. Eine Erweiterung von oberfla-
chenorientierten Einschichten-Multi-Direktor-Schalentheorien auf Mehrschichtentheorien wird in
[ MATHEAS et al. 2003 (b)] vorgenommen, wobei dort die Mdglichkeit des Abreiliens einzelner
Schichten und damit die Adaption des Modelles an durch Delamination geschéadigte Laminate
gegeben wird.

1.3.4 Faserverbundwerkstoffe

Faserverbundwerkstoffe (engl.: ,,composite”) bestehen aus einem Grundwerkstoff, Matrix ge-
nannt, in den Fasern eingebettet sind. Gé&ngige Fasermaterialien sind Bor, Stahl, Car-
bon, Aramid und Glas. Als Matrixmaterial werden Polyester, Epoxide, Keramik und Beton
bzw. Feinbeton verwendet. Zahlreiche Arbeiten, wie z.B. [HASHIN 1980], [ABouDI 1991],
[BOGDANOVICH, PASTORE 1996], [BAZANT, DESMORAT 1994], [HERAKOVICH 1998], stel-
len die mechanischen Eigenschaften von \erbundmaterialien, insbesondere Faserverbun-
den dar. Den zementgebundenen Faserverbundwerkstoffen widmen sich u.a. die Arbeiten
[BENTUR, MINDESS 1990] und [HILSDORF, REINHARDT 1998], wobei letztgenannte sich u.a.
mit dem sogenannten Faserbeton auseinandersetzt. Der mechanischen Modellierung der Ma-
terialkombination aus sogenannten Glasfasergelegen und Feinbeton sind u.a. die Arbeiten
[CURBACH 2003], [ ZASTRAU et al. 2003] und [RICHTER 2005] gewidmet.

Die Richtungen, in welche die Fasern ausgerichtet sind, kénnen den Richtungen des Kraftflus-
ses in Bauteilen aus Faserverbundwerkstoffen angepasst werden. Faserverbundwerkstoffe weisen
zudem hohe Festigkeiten und Steifigkeiten auf. Wegen dieser und weiterer Vorteile, wie dem ver-
gleichsweise oft niedrigeren spezifischen Gewicht und guter chemischer Besténdigkeit, findet die-
ser Werkstoff in vielen Bereichen immer mehr Verwendung. Durch sogenanntes ,,Laminieren®,
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d. h. Aneinanderfiigen, Verbinden, Verkleben, von mehreren auch unterschiedlich orientierten Ein-
zelschichten wird ein Schichtverbund hergestellt. Dabei entsteht entweder ein sogenanntes ,,La-
minat“ oder ein ,,Sandwich®, vgl. [HORMANN 2002]. Laminate bestehen aus anndhernd gleich
dicken Einzelschichten mit annahernd gleichen mechanischen Eigenschaften aber z. B. schichtwei-
se unterschiedlicher Faserorientierung. Sandwich-Strukturen besitzen mindestens eine in Dicken-
richtung wesentlich gréRere und schubweichere Einzelschicht, die haufig von zwei diinnen Deck-
schichten mit hohen Zugfestigkeiten eingeschlossen ist. Schichtverbunde weisen also ein sehr in-
homogenes Materialgefiige auf. Die Simulation des Versagens von Schichtverbunden geschieht
mit mechanischen Modellen, die der jeweiligen Charakteristik der Versagensart angepasst sind.
In [SCHULTZ 1996] werden einige Versagensarten einer unidirektionalen Einzelschicht, nach der
Belastungsrichtung klassifiziert, angegeben, die als intralaminare Versagen bezeichnet werden. Im
Zusammenhang mit Langszug kann danach Faserbruch bei unbeschédigter Matrix oder Matrix-
bruch bei unbeschadigten Fasern auftreten. Im Zusammenhang mit Langsdruck sind das soge-
nannte Mikrobeulen der Fasern, das in ,,out-of-phase“-Mikrobeulen und ,,in-phase*“-Mikrobeulen
unterschieden wird, und Schubversagen mit Faserbruch die hdaufigsten Versagensarten. Bei Quer-
zug kann Matrixbruch oder sogenanntes Grenzschichtversagen auftreten, bei dem der Bruch durch
die Matrix entlang der unbeschédigten Fasern geht. Druck quer zur Faser steht oft in Verbindung
mit Schubversagen, das mit oder ohne Faserbruch auftreten kann.

Die Modellierung der Schichten innerhalb eines Laminates kann zum Einen in der Weise gesche-
hen, dass Faser und Matrix einzeln modelliert werden, was auf Modelle mit heterogenen Einzel-
schichten flhrt. Dieses Vorgehen ist allerdings wegen des hohen Aufwands bei der numerischen
Simulation des Tragverhaltens der Gesamtstruktur kaum anwendbar. Zum Anderen kdénnen Faser
und Matrix in der Einzelschicht als gleichmalRig verschmiert angenommen und effektive Material-
parameter ermittelt werden. Das geschieht durch Homogenisierungstechniken wie beispielsweise
die Verwendung von Mischungsregeln oder von représentativen Volumenelementen.

1.3.5 Delamination

Zu den o. g. Versagensarten der unidirektionalen Einzelschicht kommt bei Laminaten die Delami-
nation, sogenanntes interlaminares \Versagen, als ein besonders wichtiger Versagensvorgang hinzu.
Eine Besonderheit dieses Versagens ist, dass es meist von auRen nicht zu erkennen ist, da es im In-
neren eines Laminates auftritt. Die Delamination stellt einen Spezialfall des Matrixbruches dar, bei
dem die Bruchflache genau in der Grenzflache zweier benachbarter Schichten liegt, und ist in vie-
len Fallen der kritische Versagensvorgang. Als Ursachen fiir Delamination werden in der Literatur
neben einer mangelhaften Herstellung des Laminates, welche die Grenzflache zwischen Schichten
zur Schwachstelle macht, vornehmlich Spannungen in Dickenrichtung, s. [SCHULTZ 1996], diese
insbesondere an freien Randern, angegeben (,,Free-Edge-Effect”), s. [PAGANO 1978]. Bei rein ein-
axialer Belastung eines Laminates entstehen zudem wegen unterschiedlicher Querdehnungen an-
einander grenzender Materialien Schubspannungen, welche die Kompatibilitat in der Grenzflache
gewadhrleisten. Des Weiteren werden als Ursache fiir Delaminationen in der Literatur dynamische
Beanspruchungen infolge Schlagbelastung, Faser-Matrix-Ablésungen oder auch bereits vorhan-
dene Matrixrisse angegeben. Risse aus Delaminationen kdnnen zudem in Fortsetzung eines Ma-
trixrisses von ihrem Verlauf entlang einer Grenzflache zweier benachbarter Schichten abweichen.
Das macht die eindeutige Identifikation der Versagensart schwierig und zeigt, dass Interaktionen
einzelner Versagensarten eine entscheidende Rolle spielen. Fir eine Ubersichtliche Darstellung
des Delaminationsprozesses in Laminaten und eine detaillierte Auflistung von Referenzen wird
[GARG 1988] angegeben.

Die Modellierung von Delamination innerhalb eines Laminates kann einerseits dadurch erfolgen,
dass sie als geometrische Diskontinuitat abgebildet wird. Dabei wird von einem diskreten Riss



1.3 Grundlagen der mechanischen Modellbildung 7

ausgegangen, der an seiner Rissspitze wegen der dort vorhandenen Spannungssingularitat jedes
Spannungs- bzw. Verzerrungskriterium bereits verletzen wirde und damit die explizite Verwen-
dung bruchmechanischer Kriterien ausschlief3t. Zum Anderen kann Delamination verschmiert in
einer sogenannten Prozessschicht, haufig ,,Interface-Schicht” genannt, abgebildet werden. Dabei
wird nicht der Riss selbst diskretisiert, sondern es werden einzelne Materialeigenschaften der an-
grenzenden Schichten, die z. B. im Zusammenhang mit der Fahigkeit zur Ubertragung von Schub-
spannungen oder Spannungen normal zum Riss stehen, verandert, was auf der Grundlage eines
kontinuumsmechanischen Ansatzes geschieht. Eine umfangreiche Darstellung zu verschmierten
(engl.: ,;smeared crack models®) und diskreten (engl.: ,discrete crack models*) Rissmodellen
und eine Auflistung ausgewahlter Modelle zur Beschreibung von Diskontinuitaten im Rahmen
der Finite-Elemente-Methode findet sich in [LOBLEIN 2004]. Die im Zusammenhang mit La-
minattheorien am hdufigsten zum Einsatz kommenden Versagenskriterien, s. dazu [HiLL 1948],
[TsAl, Wu 1971], [HASHIN 1980] und [Puck 1996], sind: Das Kriterium der maximalen Span-
nungen, bei dem Versagen auftritt, wenn irgendeine Spannungskomponente die entsprechende Fe-
stigkeit Ubersteigt; das TsAI-HiILL-Kriterium, das auf das FlieRkriterium nach VON MISES zu-
riickgeht und Spannungen in Materiallangs- und -querrichtung methodisch gleichbehandelt; das
TsAI-Wu-Kriterium, das eine Erweiterung des Kriteriums nach TsAI-HILL darstellt und durch
zusatzliche Parameter besser experimentell angepasst werden kann; das Kriterium von HASHIN,
das in seiner Versagenshypothese das unterschiedliche Verhalten von Faser und Matrix beriick-
sichtigt und das Kriterium von Puck, das nach einer experimentell ermittelten Versagensflache
im dreidimensionalen Spannungsraum formuliert wurde. Hinsichtlich des Versagens eines Mehr-
schichtlaminates werden in der Literatur zwei Hypothesen unterschieden. Die erste Hypothese,
nach der in keiner Einzelschicht \ersagen auftreten darf, wird mit FPF (engl.: , first ply failure®)
abgekurzt. Die zweite Hypothese, nach der das Versagen einer oder auch mehrerer Einzelschichten
zugelassen ist, wird mit LPF (engl.: ,last ply failure*) abgekdrzt. Die Last, bei der die letzte intakte
Einzelschicht versagt, wird dabei als Bruchlast des Laminates bezeichnet. Die Entscheidung, ob
das Versagen einzelner Schichten bzw. bereichsweise Delamination zwischen einzelnen Schichten
zulassig ist, hangt vom speziellen Anwendungsfall ab.

Auch die Modellierung des Nachbruchverhaltens im Allgemeinen wird in zahlreichen Literatur-
stellen behandelt, von denen jedoch nur wenige auch die Versagensart Delamination mit einbe-
ziehen. Ziel der Modellierung des Nachbruchverhaltens ist die Beurteilung der Gesamttragfa-
higkeit der Struktur, da diese nach einer Schadigung noch Lasten aufnehmen kann. Das haufig-
ste Vorgehen zur Bericksichtigung von mikrostruktureller Schadigung ist die Modifikation bzw.
die Reduktion der Steifigkeiten im geschédigten Bereich, durch die auch lokal auftretende De-
laminationen berticksichtigt werden konnen. In diesem Zusammenhang sei stellvertretend auf
[LEE 1982] verwiesen, der Schadigung durch Delamination bei unidirektional bewehrten Schich-
ten durch das Null-setzen der Elastizitaitsmoduli senkrecht zur Faser und der zur Dickenrichtung
gehdrenden Schubmoduli der angrenzenden Schichten beschreibt. Makrostrukturelle Veranderun-
gen des Laminates, z. B. Delaminationen an freien oder gelagerten Randern, werden dagegen als
sogenannte Randeffekte behandelt, die durch eine Modifikation der kinematischen Randbedin-
gungen erfasst werden sollten. In [HWANG, SUN 1989] wird dieses Vorgehen fiir ebene Systeme
mit niedrigen kinematischen Ansatzen innerhalb der Schichten vorgestellt. Ein sogenanntes Multi-
Referenzebenen-Modell mit diskontinuierlicher Multi-BERNOULLI-Kinematik innerhalb von ebe-
nen Schichten wird in [STEINIGEN 2006] vorgeschlagen. Die Modifikation der mechanischen Ei-
genschaften fuhrt zu einer Neuverteilung der Spannungen, so dass ggf. weitere Schadigungen bei
Laststeigerung bis zum endgultigen Versagen des Laminates angenommen werden kdnnen.
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1.3.6 Kontaktmechanik

Alle 0. g. mechanischen Modelle dienen der Beschreibung von Vorgéngen innerhalb jeweils eines
Kdrpers. Kommen in einer Problemstellung mehrere Kdrper vor, die sich untereinander berih-
ren koénnen, dienen Modelle aus dem Bereich der Kontaktmechanik dazu, u.a. Krafte zu bertick-
sichtigen, die an den Beriihrungsstellen gegenseitig auf die Korper wirken. Ausgeschlossen ist
die Beschreibung von Effekten, bei denen ein Materialabrieb (Verschleil3) zwischen den Korpern
stattfindet. Es werden im Rahmen der Kontaktmechanik lediglich Impuls-, Energie- und Entro-
piebilanzen ausgewertet, die durch sogenannte Kontaktspannungen und den Warmefluss Gber den
gemeinsamen Kontaktrand der Kérper formuliert werden, vgl. [WILLNER 2003].

Aus kinetischen Gesichtspunkten werden beim Kontakt im Allgemeinen Normal- und Tangenti-
alkontakt getrennt betrachtet. Die Bedingungen, die fir den Normalkontakt formuliert werden,
mussen die gegenseitige Durchdringung der Korper verhindern. Im Tangentialkontakt wird die
zwischen den Korpern auftretende Reibung, bei Unterscheidung von Haft- und Gleitzustand, durch
konstitutive Gesetze bzw. Reibgesetze wie dem CouLoMBschen Reibgesetz berticksichtigt.

Aus geometrischen Gesichtspunkten sind nicht-konformer und konformer Kontakt zu unterschei-
den. Beim nicht-konformen Kontakt ist die Beruihrungsstelle, also der gemeinsame Kontaktbereich
der Korper, am Anfang der Berlhrung punkt- oder linienférmig. Zudem ist die anschlieflend ent-
stehende Fl&che der Berlihrung, die sogenannte Kontaktflache, klein im Verhaltnis zu den Ubrigen
Abmessungen der Korper. Eine erste Losung fiir Probleme des nicht-konformen Kontakts elasti-
scher Korper gab [HERTZz 1882]. Beim konformen Kontakt stellt der gemeinsame Kontaktbereich
der Korper demgegeniber von Anfang an eine Flache dar.

In fast allen Fallen werden Kontaktgesetze in der Literatur in der Weise formuliert, dass zwi-
schen den Kdrpern nur Druckspannungen ubertragen werden. Eine der wenigen Ausnahmen stellt
[RAOUS 1999] dar, der zur Beschreibung von Adhdsion zwischen zwei verschiedenen Kdrpern ei-
ne beschrankte Ubertragung von Zugspannungen bis zu einer Grenze zulasst.

Die Zahl geschlossen losbarer Kontaktprobleme ist wegen den auftretenden Nichtlinearitaten in
den entstehenden Ungleichungssystemen stark eingeschrénkt, so dass meist auf iterative Lésungs-
verfahren, wie das NEWTON-RAPHSON-Verfahren, zuriickgegriffen werden muss. Diese Algo-
rithmen setzen eine Linearisierung der zu I6senden nichtlinearen Gleichungen voraus, wofur von
einer variationellen Formulierung ausgegangen wird. Sowohl bei der Formulierung des Normal-
als auch des Tangentialkontaktproblems mit Reibung entstehen daraus Variationsungleichungen,
vgl. [KikucHI, ODEN 1988], [LAURSEN 2002]. Konsistente Linearisierungen flir das Gebiet der
Kontinuumsmechanik finden sich unter anderem in [WRIGGERS 1995], [WRIGGERS 2001].

Eine grundlegende Charakterisierung des allgemeinen Kontaktproblems zwischen zwei Korpern
und eine ubersichtliche Darstellung der N&herungs-Ldsungsmethoden fur die Variationsunglei-
chungen befindet sich in [WILLNER 2003].

1.4 Modellbildung in der Arbeit

Bei der Verstarkung bzw. Sanierung von Flachentragwerken, hier insbesondere solcher aus Stahl-
beton, sind Tragwerksarten unterschiedlicher Lastabtragung zu unterscheiden, und zwar Scheiben,
Platten und Schalen. Die wirtschaftlichste Variante der Bewehrungsfiihrung ist im Allgemeinen
die Verlegung in Richtung der Spannungstrajektorien. Der Einsatz von textilen Strukturen ist auf
die Oberflache des Bauteils beschrénkt. Da die im Interface zwischen Alt- und Neukonstruktion
auftretenden Spannungen sicher eine der kritischsten Beanspruchungen der Verbundkonstruktion
darstellen, ist die Wahl eines mechanischen Modells mit der Referenzflache im Interface nahelie-
gend. Dies bedeutet fiir zugehorige Schalentheorien, welche die textile Verstarkungsschicht abbil-
den sollen, dass deren Referenzflache auf der Oberflache liegen sollte.
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Abweichend von den klassischen Theorien, die sich auf die Schalenmittelflache beziehen, haben
Schalentheorien mit der Schalenoberflache als Referenzflache den Vorteil, dass die Abbildung von
Variablen der Mittelflache auf die Oberflache entfallt, was sich insbesondere bei der Beschreibung
des Verbundverhaltens mit Modellen auf der Grundlage der Kontaktmechanik als vorteilhaft er-
weist.

Die durch Verbunde entstehenden neuen Materialien sind meist stark anisotrop, in manchen Fallen
orthotrop. Die Berlicksichtigung eines vollstandig dreidimensionalen Materialgesetzes innerhalb
der Schalentheorie erscheint deshalb notwendig. Des Weiteren werden vollstdndig dreidimensio-
nale Spannungszustande bendtigt, um das Tragverhalten aneinandergrenzender Materialien in der
Verbundfuge zu simulieren. Das Verhalten des Schalenkontinuums hinsichtlich Dicken&nderungen
wéhrend der Verformung und bei besonderen Lasteinleitungsformen beeinflusst die Verbundeigen-
schaften ebenfalls. Diese Forderungen bzw. Voraussetzungen entsprechen am besten den Annah-
men einer Multi-Direktor-Schalentheorie. Eine Abgrenzung der dabei verwendeten kontinuumsba-
sierten Schalenkinematik zur Kinematik eines Volumenelementes ist nur durch die explizite Ein-
fiihrung der Dickenrichtung gegeben. In [SCHLEBUSCH 2005] wird bereits die Entwicklung einer
oberflachenorientierten Schalentheorie ausgehend von den vollstandigen kinematischen Beziehun-
gen des Kontinuums dargelegt. Die entsprechende Kinematik wird dort anschlieRend vereinfacht
zu einer Ein-Direktor-Kinematik, erganzt um ,,locking*“-vermeidende Terme, womit eine effekti-
ve oberflachenorientierte Schalentheorie geschaffen wurde. In der hier vorliegenden Arbeit wird
mit der Multi-Direktor-Kinematik aus der Vielzahl in der Vergangenheit entwickelter Schalenki-
nematiken eine hinsichtlich der Gute der Approximation insbesondere der Schalendickenrichtung
flexible Kinematik zur Modellbildung gewéhlt. Fur diese werden hier u.a. in allgemeiner Form
die in den Verschiebungsvariablen nichtlinearen vollstandigen Verzerrungsmalie fiir eine beliebige
Anzahl von Direktoren angegeben.

Daruberhinaus findet wegen der schichtweisen Aufbringung der Textilien eine Mehrschichten-
Schalentheorie Verwendung. Diese besitzt jedoch in Abweichung zur klassischen Vorgehensweise
in z.B. [BASAR et al. 1997], aber auch anderen Arbeiten, keine tber die Schichten hinweg ste-
tigen Verschiebungsfelder, sondern lasst unter kinematischen Gesichtspunkten eine freie, bzw.
durch GesetzmaRigkeiten der Kontaktkinematik und des Verbundes eingeschrankte Verschiebung
der Schichten untereinander zu. Kern der vorliegenden Arbeit ist zundchst die Entwicklung einer
geometrisch nichtlinearen oberflachenorientierten Mehrschichten-Schalentheorie mit schub- und
dickenelastischem Verhalten ausgehend von einer vollstandigen Kinematik einer Multidirektor-
Theorie.

Im Rahmen der Umsetzung in die Finite-Element-Methode (FEM) werden isoparametrische
Verschiebungs-Schalenelemente entwickelt.

Das Versagen des Schichtenverbundes wird durch ein Spannungskriterium beschrieben, das an
aus der Literatur bekannte Vorgehensweisen angelehnt ist. Die Delamination wird hier auf der
Grundlage einer kontinuumsmechanischen Herangehensweise durch Modifikation der kinemati-
schen Bedingungen, im Unterschied zu einer bruchmechanischen Herangehensweise, beruicksich-
tigt. In [HWANG, SUN 1989] wird dieses Vorgehen bereits fur ebene Systeme mit niedrigen kine-
matischen Ansatzen innerhalb der Schichten vorgestellt. In der vorliegenden Arbeit wird wegen
der Erweiterung auf beliebige Flachentragwerke, also insbesondere auf gekriimmte, eine Verkniip-
fung mit der Kontaktmechanik vorgenommen. Zur Beschreibung des Verhaltens nach Ausbildung
der Delamination werden Bedingungen aus der Kontaktmechanik innerhalb der finiten Elemen-
te benutzt, um insbesondere die Selbstdurchdringung abgeloster, frei beweglicher Bereiche von
Schichten zu verhindern. Einen Vorteil dieser als ,,innerer Kontakt“ bezeichneten Beschreibung
gegeniiber klassischen Kontaktproblemen stellt die deutliche Vereinfachung der Kontaktdetektion
dar. Sie findet ausschlieBlich zwischen Schichten innerhalb jeweils eines finiten Elementes statt.
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Die fur die Verschiebung potentieller Kontaktpartner, die nur Schichten jeweils ein und des selben
Schalenelementes sein kdnnen, notwendigen Verschiebungsfreiheitsgrade kdnnen somit struktu-
rell im Aufbau des zu l6senden Gleichungssystems von vorn herein bereits vorgesehen werden,
ohne dabei das Gleichungssystem durch diese Freiheitsgrade zu vergroRern. Mit Hilfe einer in
der vorliegenden Arbeit formulierten Verbundmatrix werden mit fortschreitender Delamination
dem Gleichungssystem in effektiver Weise sukzessive Freiheitsgrade hinzugefugt. Die hier im Zu-
sammenhang mit der Kontaktmechanik verwendeten Reibgesetze haben im Unterschied zur klas-
sischen CouLomBschen Reibung alle gemeinsam, dass sie im Fall von Kontakt auch bei nicht
vorhandenem Kontaktdruck wirken. Die ohne Andruck zwischen den Kontaktpartnern wirkenden
Tangentialspannungen tragen dem moglichen Vorhandensein von Adhésion Rechnung.

Fur den Vergleich der mit den Modellen méglichen numerischen Simulationen der mechanischen
Belastung von Schichtenverbunden mit Versuchen der experimentell orientierten Teilbereiche des
Sonderforschungsbereiches 528 dient der Abzug einer Lasche aus Textilbeton von einem Beton-
grundkdrper.
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1.5 Schreibweise

Zeichen

Ab-
schniftt

Verwendung

1 P
u S

2.2.1

Kursivdruck: Skalare und Punkte

Geradstellung und Fettdruck: Tensoren jeder Stufe im Rahmen der ten-
soriellen Notation

GroRbuchstaben: Grolzen im Ausgangszustand des Schalenkdrpers
Kleinbuchstaben: GroRen im verformten Zustand des Schalenkdrpers

2.2.1

nachgestellte untere oder obere Indizierung mit kleinen lateinischen
Buchstaben im Kursivdruck im Rahmen der tensoriellen Notation: ¢ =
1,2 3

nachgestellte untere oder obere Indizierung mit Kkleinen griechischen
Buchstaben im Rahmen der tensoriellen Notation: o« = 1, 2

Die oberen Indizierungen erfolgen direkt am Buchstaben, nicht an einer
Klammer, und sind so nicht mit einem Exponenten zu verwechseln.

2.2.2

nachgestellte Indizierung mit Komma gefolgt von einer naturlichen Zahl
i = 1,2,3 bzw. o = 1, 2: partielle Ableitung nach den Koordinaten ©°
bzw. ©¢

2.2.2

vertikaler Strich gefolgt von der Angabe eines Koordinatenwertes: Stelle
fur ©3, fur die der Term auszuwerten ist

Der vertikale Strich darf nicht mit der in der Tensorrechnung tblichen
Darstellung einer kovarianten Ableitung verwechselt werden, die in die-
ser Arbeit nicht verwendet wird.

0,1

2.2.2

00 =30, (G0)

EINSTEINSChe Summationskonvention im Rahmen der tensoriellen No-
tation: Ein Term ist tiber i (bzw. lateinische Buchstaben) von 1 bis 3 bzw.
uber o (bzw. griechische Buchstaben) von 1 bis 2 zu summieren, wenn
dieser ein Produkt aus GroéRen mit o.g. gegenstandigen Indizierungen
durch zwei gleiche Buchstaben ist. Es handelt sich dabei um eine Sum-
me, die nicht durch ein Summenzeichen dargestellt wird.

2.2.3

vorangestellte einfache Indizierung mit einer natirlichen Zahl [ € N:
Darstellung von Direktoren und ihrer MaRzahlen beziglich der jeweili-
gen Basissysteme sowie von mit ihnen korrespondierenden skalaren und
vektoriellen Grolien

2.2.3

nach einer Klammer hochgestellte ganze oder reelle Zahl p € R: Dar-
stellung von Potenzen

O

2.3.3

skalare GroRe in Kursivdruck mit einem Dach jeweils mit entsprechender
Indizierung: MaRzahlen beziiglich des Basissystems G* des konvektiven
Koordinatensystems des Schalenkorpers

skalare GroRe in Kursivdruck mit einem Uberstrich: MaRzahlen beziig-
lich des Basissystems A’ des konvektiven Koordinatensystems der Scha-
lenreferenzfléache

Eine skalare Grofe in Kursivdruck ohne zusatzliches hochgestelltes
Kennzeichen als Komponente von Tensoren erster Stufe mit entsprechen-
der Indizierung stellt MaRzahlen beziiglich des Basissystems e’ des ein-
bettenden kartesischen Koordinatensystems dar.
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Zeichen

Ab-
schnitt

Verwendung

i

24.1

vorangestellte zweifache Indizierung mit nattrlichen Zahlen k,1 € N:
Darstellung von Termen, die aus Direktoren oder ihren Mafzahlen be-
zuglich der jeweiligen Basissysteme sowie aus mit Direktoren korrespon-
dierenden skalaren Grof3en durch Multiplikation gebildet werden

[ ]

I

[ Jass,

254

EinschlieRen in eckige Klammern: Matrizen im Sinne der Matrizenrech-
nung der Mathematik

oder

matrizielle Darstellung eines Tensors erster oder zweiter Stufe mit Ma-
trixelementen, die MaRzahlen bezlglich des Basissystems {e; = e’; i =
1, 2, 3} des einbettenden kartesischen Koordinatensystems sind
Fettdruck und zur Unterscheidung von Tensoren zusétzlicher Unter-
strich: symbolische Darstellung von Matrizen

Bei der Darstellung des zugehorigen Zahlenschemas steht hinter der
eckigen Klammer keine Basis.

Basissystem durch rechte untere Indizierung hinter der Matrix: gehért zu
den MaRzahlen in der Matrix,

matrizielle Darstellung eines Tensors erster oder zweiter Stufe

Der erste Index zéhlt die Zeile und der ggf. vorhandene zweite Index
die Spalte. Wird diese Indizierung weggelassen, sind die Elemente der
Matrix MaBzahlen beziiglich des Basissystems {e; = €’; i = 1, 2, 3}
des einbettenden kartesischen Koordinatensystems.

La

2.7

nachgestellte einfache untere Indizierung mit dem Kennzeichen ,,a*:
steht flr das Wort ,,aul3ere*

Darstellung von Skalaren, Vektoren und Matrizen, die mit dem duf3eren
Lastvektorfeld im Zusammenhang stehen

] ‘]

2.9.2

vorangestellte einfache obere Indizierung mit einer natirlichen Zahl
e € N: Darstellung von Knotenpunkten des finiten Elementes sowie von
mit ihnen korrespondierenden skalaren Grof3en oder Matrizen, d. h. von
Termen, die einen mit der Nummerierung der Knotenpunkte korrespon-
dierenden Index tragen

2.9.3

vorangestellte einfache obere Indizierung mit dem Kennzeichen ,.e*:
steht fur das Wort ,,Element”,

Darstellung von Spaltenvektoren, die alle Knotenverschiebungen bzw.
inneren oder &duBeren Kréfte aller Knoten des finiten Ein- oder
Mehrschichten-Elementes zusammenfassen,

sogenannter ,,Elementverschiebungsvektor “ bzw. ,,Elementkraftvektor

eKT

TKry,

2.9.3

3.2.6

zusétzlich zur Indizierung mit dem Kennzeichen ,,e* nachgestellte ein-
fache untere Indizierung mit dem Kennzeichen ,,T*: steht fur das Wort
Htangential®,

Darstellung der tangentialen Steifigkeitsmatrix eines finiten Elementes
Darstellung einer tangentialen Steifigkeitsmatrix eines Mehrschichten-
elementes, in der nur die Steifigkeitselemente der Schicht B, fiir die
Knotenpunkte s und f zusammengefasst sind
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Zeichen

Ab-
schnitt

Verwendung

o Djp

nm

s,
an]P L

2.9.3

3.2.6

vorangestellte zweifache untere und obere und nachgestellte zweifache
untere Indizierung mit naturlichen Zahlen s, f,n,m, j,p € N: Darstel-
lung der Elemente der tangentialen Steifigkeitsmatrix

Die Reihenfolge der Indizierung erfolgt entsprechend der Berechnung
derart, dass die inneren Indizierungen f,m,j die selben Indizierungen
wie die der Element-Knotenverschiebung sind, nach der die erste Ablei-
tung der Verzerrungsmafe gebildet wurde und die duf3eren Indizierungen
s, n, p die selben Indizierungen wie die der Element-Knotenverschiebung
sind, nach der die zweite Ableitung der Verzerrungsmalie bei der Berech-
nung gebildet wurde.

wie oben, jedoch mit zusétzlicher Indizierung durch eine natirliche Zahl
L € N als Kennzeichnung flr die Schicht B;,

Uy Uog

321

nachgestellte einfache untere Indizierung mit einer natiirlichen Zahl L €
N, die gegebenenfalls auch zusétzlich neben anderen Indizierungen an
dieser Stelle, jedoch immer als letzte Indizierung von mehreren in der
Reihe aber immer vor der Kennzeichnung einer ggf. vorhandenen partiel-
len Ableitung steht: Darstellung aller skalaren, vektoriellen bzw. tensori-
ellen und matriziellen GréRen sowie Punkte und Mengen, die zur Schicht
BB, gehoren

3.2.6

3.3.2

nachgestellte einfache obere Indizierung mit dem Kennzeichen ,,v* ne-
ben weiteren Indizierungen: steht fir das Wort ,,vollstandig®,
Kennzeichnung von Spaltenvektoren und Matrizen, die Verschiebungen
bzw. innere oder &ullere Kréfte eines finiten Mehrschichten-Elementes
zusammenfassen

nachgestellte einfache obere Indizierung mit dem Kennzeichen ,,r* neben
weiteren Indizierungen: steht fir das Wort ,,reduziert*

Oy N

441

nachgestellte einfache untere oder obere Indizierung mit dem Kennzei-
chen ,,N*: steht fiir das Wort ,,normal*

O 0OX

441

nachgestellte einfache untere oder obere Indizierung mit dem Kennzei-
chen ,,K*: steht fiir das Wort ,,Kontakt*

s,
anJP LM

442

vorangestellte ~ zweifache untere und obere und nachge-
stellte  vierfache untere Indizierung mit natlrlichen Zahlen
s, fymn,m,j,p, L, M € N: Darstellung der Elemente der tangentia-
len Kontakt-Elementsteifigkeitsmatrix

Die Reihenfolge der Indizierung erfolgt entsprechend der Berechnung
derart, dass die inneren Indizierungen f, m, j, L die selben Indizierungen
wie die der Element-Knotenverschiebung sind, nach der die erste Ab-
leitung der AbstandsgroRe (zweier Kontaktpartner) gebildet wurde und
die &uBeren Indizierungen s,n,p, M die selben Indizierungen wie die
der Element-Knotenverschiebung sind, nach der die zweite Ableitung
der Abstandsgrofie bei der Berechnung gebildet wurde. Der Kontakt-
Elementvektor erhélt seine Indizierung analog dazu nur aus der ersten
Ableitung der AbstandsgroRe.
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2 Einschichten-Schalentheorie
2.1 Allgemeines

Im Folgenden werden die Grundlagen zur Formulierung eines neuen finiten Elementes vorge-
stellt. Die dem Element zu Grunde gelegte Schalentheorie basiert auf Formulierungen, die u. a. in
[ScHULTZ 1996], [KRATZIG 1993], [BASAR et al. 1997], [ECKSTEIN 1999] zu finden sind, und
ist an die besonderen Anspriche bei der Simulation von flachenhaftem Verbund angepasst.

2.2 Geometrie

Nachfolgende Erlauterungen beziehen sich auf einen Ausschnitt aus allgemeinen, beliebig ein-
oder mehrfach gekrimmten Schalenstrukturen, wie er beispielsweise als Teil einer Kuppelschale
in Abb. 2.1 gekennzeichnet ist.

Abbildung 2.1: Kuppelschale

2.2.1 Schalenkodrper und Schalenreferenzflache

Die Punkte des dreidimensionalen EukLIDischen Raumes R? werden durch die Einfiihrung eines
raumfesten kartesischen Koordinatensystems mit den Koordinaten X* (i = 1, 2, 3) identifiziert.
Zu diesem Koordinatensystem gehore das Basissystem {e; = e'; i = 1, 2, 3}.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Werte i = 1, 2, 3 im Rahmen der tensoriellen
Notation durch nachgestellte untere Indizierung CJ; oder obere Indizierung (¥ mit kleinen latei-
nischen Buchstaben im Kursivdruck und die Werte o = 1, 2 im Rahmen der tensoriellen Notati-
on durch nachgestellte untere Indizierung [, oder obere Indizierung [I* mit kleinen griechischen
Buchstaben symbolisiert werden. Diese oberen Indizierungen erfolgen direkt am Buchstaben, nicht
an einer Klammer, und sind so nicht mit einem Exponenten zu verwechseln.

Es wird nun ein dreidimensionaler unverformter Schalenkorper B betrachtet, der in den Eu-
KLIDischen Raum eingebettet ist und durch die Schalenlaibungen und die Schalenberandung be-
grenzt wird. Zur Beschreibung der Differentialgeometrie des unverformten Schalenkérpers wird
eine Parametrisierung durch krummlinige, konvektive Koordinaten ©“ und die Normalenkoordi-
nate © durchgefihrt, d.h. es wird ein krummliniges, konvektives Koordinatensystem mit den
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Abbildung 2.2: Differentialgeometrie des unverformten Schalenkdrpers

Koordinaten ©" (i = 1, 2, 3) eingefihrt, vgl. Abb. 2.2. Zwischen diesem und dem raumfesten
kartesischen Koordinatensystem bestehe eine umkehrbar eindeutige Transformation der Form

X'=X'(6e' e? e?). (2.1)
Der Ortsvektor zu einem materiellen Punkt P in B ist durch

X = X'(0!, 8% 0°) e, (2.2)
eingefuhrt.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass Tensoren jeder Stufe im Rahmen der tensoriel-
len Notation durch Geradstellung und Fettdruck und alle Skalare und Punkte durch Kursivdruck
gekennzeichnet werden.

Innerhalb von B lasst sich fiir ©3 = 0 eine Schalenreferenzflache S definieren, die durch die Koor-
dinaten ©* parametrisiert wird. Es wird speziell eine Schalenlaibung als Referenzflache gewahlt,
woraus die Bezeichnung ,,oberflachenorientierte Schalentheorie* fiir die nachfolgend beschriebe-
ne Schalentheorie resultiert. Die Koordinatenlinie ©2 verlauft im unverformten Zustand orthogonal
zur Schalenreferenzflache entlang einer Geraden und ist im Intervall

0<O*<H (2.3)

definiert, wobei H = H(©', ©%) = {H*} der dimensionslose Wert der entlang der Referenz-
flache geringfligig verénderlichen Schalendicke H* = {H*} [H*] ist. Der Ortsvektor zu einem
materiellen Punkt (P in S ist durch

oX = X(0!, 82,0 e (2.4)
eingeflhrt.

Damit lassen sich alle notwendigen differentialgeometrischen Grolzen, die zur kontinuumsmecha-
nischen Beschreibung notwendig sind, zusammenstellen, vgl. z. B. [KLINGBEIL 1989].
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2.2.2 Basissystem der Schalenreferenzflache
Aus (2.2) erhdlt man die kovarianten Basisvektoren A; durch

Ai = X,i|@3:0 . (25)

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die partielle Ableitung nach den Koordinaten ©°
stets durch nachgestellte Indizierung mit Komma U ; gefolgt von einer natlrlichen Zahl < = 1,2, 3
symbolisiert wird. Der zusatzliche vertikale Strich gefolgt von der Angabe eines Koordinatenwer-
tes kennzeichnet die Stelle, fir welche die Ableitung auszuwerten ist, und darf nicht mit der in
der Tensorrechnung ublichen Darstellung einer kovarianten Ableitung verwechselt werden, die in
dieser Arbeit nicht verwendet wird.

Eine weitere Mdglichkeit zur Berechnung der Basisvektoren besteht in der Verwendung von (2.4)
zur Ermittlung der an S tangentialen Basisvektoren

A, =X, (2.6)

und von (2.6) zusammen mit der Orthogonalitatsbedingung der Koordinatenlinie ©3 im unver-
formten Zustand zur Ermittlung eines normierten Normalenvektors

A1 X A2
A= "2 2.7
= A, % Ay (2.7)
Durch
A, AV =¢) (2.8)

sind die kontravarianten Basisvektoren A’ der Schalenreferenzflaiche gegeben, wobei 6{ das
KRONECKER-Symbol ist. Dabei ergibt sich A = As. Durch

A = A, -AsA“®A°
= ApA* @A =0 As2 A=A, ® A" (2.9)

wird der RIEMANNSche Metriktensor der unverformten Schalenreferenzflache S, dessen Malzah-
len A,3 = Ag, symmetrisch sind, berechnet.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass im Rahmen der tensoriellen Notation die EIN-
STEINsche Summationskonvention Anwendung findet, nach der ein Term Uber ¢ (bzw. lateinische
Buchstaben) von 1 bis 3 bzw. Uber o (bzw. griechische Buchstaben) von 1 bis 2 zu summieren
ist, wenn dieser ein Produkt aus GrofRen mit o.g. gegenstandigen Indizierungen durch gleichen
Buchstaben ist, d. h. z. B. O0,;[¥ = 2?21 (0,00). Es handelt sich dabei um eine Summe, die nicht
durch ein Summenzeichen dargestellt wird.

Durch
dA = VAdO'dO? mit A= A Ay — AnAs (2.10)

ist die Flache des differentiellen Flachenelementes d A der unverformten Schalenreferenzflache S
zu berechnen, deren Normale die gleiche Richtung und Orientierung wie der Basisvektor A3 hat.
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Die Lange eines differentiellen Bogenelementes dS¢ entlang der ©“-Linie innerhalb der unver-
formten Schalenreferenzflache S wird durch

dS2 = \/Aug dO° (2.11)

berechnet, vgl. [DAMME 2000], wobei in diesem Ausdruck nicht tUber oo zu summieren ist. Des
Weiteren wird der Krimmungstensor

B = —A, A33A°RA =A; A, ;AR AP
= By A*®@A°=BjA, @A =—-A;,® A" (2.12)

der Schalenreferenzfléche, dessen Malzahlen B,s = Bgs, symmetrisch sind, benétigt. Mit Hilfe
der Mal3zahlen des Kriimmungstensors werden noch zwei weitere Krimmungsmalie, die mittlere
Krimmung

1
BH::§(B%+aB@ (2.13)
und die GAusssche Kriimmung
Bk = B{B; — By B? (2.14)

angegeben. Zum besseren Verstandnis dieser Male sei an dieser Stelle erwéhnt, dass sich fur die
Form der Kugel By = 1/ Rk und Bk = 1/R% ergibt, wenn Ry der Radius der Kugel ist.

2.2.3 Direktoren

Der Ortsvektor X des Schalenkdrpers wird durch die unendliche Reihe

X (0',0%0°) => " (0 X (6!, ©?)) (2.15)
=0
dargestellt, wobei
X = ,X"(0", 0% ¢ (2.16)

den [-ten Direktor der Schale und (X den Referenzflachen-Ortsvektor, vgl. (2.4), darstellen. Letz-
terer wird im Zusammenhang mit einer systematischen Benennung aller Reihenglieder gelegent-
lich auch als nullter Direktor bezeichnet.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Darstellung von Direktoren und ihrer Mal3zah-
len beziiglich der jeweiligen Basissysteme sowie von mit ihnen korrespondierenden skalaren und
vektoriellen Grof3en stets durch die vorangestellte einfache Indizierung ;[ mit einer natirlichen
Zahl [ € N erfolgt.

Die Direktoren hangen nur von den Koordinaten ©! und ©2, durch welche die Schalenreferenz-
flache parametrisiert wird, ab. Das Funktionensystem €2, als Basisfunktion bezeichnet, ermdglicht
in der Approximation (2.15) die geometrische Beschreibung des Schalenkontinuums in Schalen-
dickenrichtung. Fur die Basisfunktion wird das vollstdndige Funktionensystem

(0% = (0% mit 0<1< oo (2.17)
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gewahit.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Darstellung von Potenzen stets durch eine nach
einer Klammer (OJ)” hochgestellte ganze oder reelle Zahl p € R erfolgt.

Die Wahl einer Potenzfunktion an dieser Stelle fuhrt zu einer anschaulichen Beschreibung der Geo-
metrie des Schalenkdrpers. Bricht man die unendliche Reihe in (2.15) nach dem (d + 1)-ten Glied
bei Verwendung von (2.17) ab, d. h. wirde man neben dem Ortsvektor d frei wéhlbare Direktoren
zur Beschreibung der Geometrie des unverformten Schalenraumes verwenden, kénnte die Geo-
metrie des Schalenkorpers in Dickenrichtung durch Potenzfunktionen d-ten Grades approximiert
werden.

Der Verlauf der ©3-Linie wurde fir den unverformten Zustand jedoch bereits als normal zur Scha-
lenreferenzflache und auf einer Geraden vorausgesetzt. Demnach kann der Ortsvektor X des Scha-
lenkorpers in diesem Fall mit dem Referenzflachen-Ortsvektor und den Direktoren

0X ; 1 X =Aj; WX =3X=...=,4,2X=0 (218)

durch

d
X (0", 0% 0°) =>" (0 X (0',0%) = (X +6°A, (2.19)

=0

beschrieben werden, vgl. [ECKSTEIN 1999]. Die Vereinbarungen, die hier zur Geometrie des
Ausgangszustandes getroffen wurden, fihren dazu, dass zu deren Beschreibung der Ortsvektor
zur Schalenreferenzflache und der 1. Direktor ausreichen, vgl. (2.19). Sollen bereits in der Aus-
gangsgeometrie Schalenkorper beschrieben werden kénnen, deren Rénder z. B. in Dickenrichtung
krummlinig begrenzt sind, mussen die Direktoren ;X in (2.18) fur [ > 0 anders eingefiihrt werden.

2.2.4 Basissystem des Schalenkdrpers

Adus (2.2) erhalt man die kovarianten Basisvektoren G; und die kontravarianten Basisvektoren G*
des Schalenkdrpers analog (2.5) und (2.8) durch

G =X;; G, -G =g/ (2.20)
sowie den Metriktensor G des unverformten Schalenkorpers 5 durch
= ;GG =§G, G =G oG, (2.21)
Durch

dV = (Gi x Gy)-G3d0'd6?de?
= VGdO'dO%dO® mit G = G11Gax — G12Gay (2.22)

ist das Volumen eines differentiellen Volumenelementes dV' des unverformten Schalenkdrpers B
zu berechnen. Durch

dAS = VGG dO*de? mit B+ a (2.23)
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ist die Flache des differentiellen Flachenelementes dAg im unverformten Schalenkdrper B, das
durch die Koordinatenlinien ©<, 0« + d6%, ©% und ©3 + d©* berandet wird, zu berechnen. Die
Orientierung dieser Flache

. G* o :
dA% = m dAz mit f#a (2.24)
wird durch den Basisvektor G festgelegt. Die Lange eines differentiellen Bogenelementes d.S;
entlang der ©-Linie innerhalb des unverformten Schalenkdrpers B wird durch

berechnet, wobei in diesem Ausdruck nicht Uber 7 zu summieren ist. Verwendet man den Orts-
vektor X des Schalenkdrpers nach (2.19) zur Berechnung der kovarianten Basisvektoren in (2.20)
erhalt man

G, = (OX +0e3 Ag) . (2.26)
und daraus
G, = A,+6? As;,=A,— 0°B-A,=A,—063 BQAA (2.27)

2.2.5 Schalentensor

Um alle Berechnungen von GrdRen im unverformten Schalenraum vollstandig auf GroRRen der
unverformten Schalenreferenzflache zuriickzufthren, wird der sogenannte Schalentensor p (©2),
auch Shifter genannt, angegeben. Dieser wird im unverformten Zustand definiert zu
po= WA OA =G A =A-6°B+G3A°
(6 —©°B)) A\®A”+ G3; ® A®
PAALN @AY+ Ay @ AP, (2.29)

Mit dessen Hilfe erhalt man aus (2.28) durch Umformung die kovarianten und kontravarianten
Basisvektoren zu

Gi=pA, =pA;; G=pTA, (2.30)
und das Volumen des differentiellen Volumenelementes dV/, vgl. [ECKSTEIN 1999] zu
dV = uv/Ade'de?de? (2.31)

mit der Determinante

po=det p = pyps — pipy =\ % =1-20°By + (0°)" Be (2.32)

des Schalentensors, die entsprechend der Definition der Determinante von Tensoren aus den
gemischtvarianten MaRzahlen berechnet werden kann. Letzterer Darstellung liegt zudem eine
Reihenentwicklung der Metrik (2.21) des Schalenraumes auf der Grundlage der Metrik (2.9) der
Schalenreferenzflache zu Grunde, vgl. [BASAR, KRATZIG 1985].
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2.3 Einschichtenkinematik
2.3.1 Verformter Schalenkoérper

Der Punkt p im verformten Zustand des Schalenkdrpers bezeichnet den selben materiellen Punkt
wie Punkt P im unverformten Zustand des Schalenkdrpers B, vgl. Abb. 2.3. Analog (2.2) wird der
Ortsvektor zu einem materiellen Punkt p im verformten Schalenkorper durch

x =2'(0', 02, 6%)e; (2.33)

eingeflhrt. Dieser wird wie in (2.15) durch die unendliche Reihe

x (04, 6% 0% =) (,2(6°) x(6', %) (2.34)
=0
dargestellt, wobei
X = l:Ei (@1, @2) €e; (235)

gilt. Man nennt ;x fur [ > 0 den [-ten Direktor der Schale im verformten Zustand und x den
Ortsvektor der verformten Referenzflache.

unverformte Oberfliche S

verformte
Oberfliche S

Abbildung 2.3: Referenzkonfiguration und verformte Konfiguration eines Teils des Schalenkorpers
mit der Oberfl&che als Referenzflache

2.3.2 Basissysteme der verformten Schale
Die Basisvektoren im Schalenkdrper werden analog (2.20) durch

g =x;; g-g =0 (2.36)
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ermittelt, aus denen analog (2.21) der Metriktensor

g=g¢,;8 ¢ (2.37)
des verformten Schalenkdrpers und durch

g=9;G oG (2.38)

der CAUCHY-GREEN-Tensor berechnet werden konnen. Die Basisvektoren ergeben sich mit den
in (2.17) gewéhlten Basisfunktion ;€2 und entsprechend der in (2.18) bzw. (2.19) verwendeten
Anzahl d von Direktoren zu

d d

go= > (6" xa) und =3 (1(69)"" ix) . (2.39)

=0 =1

Die Basisvektoren
a; = X,i’@:s:() ; a;-al = 53 (2.40)
der verformten Referenzflache ergeben sich mit den in (2.17) gewahlten Basisfunktion ;© (©3) zu

a, = 0X,o UNd a3z = g3]|gs_g = 1X. (2.41)

2.3.3 Kinematische Variablen

Zur Ermittlung eines Verschiebungsvektors u (01, ©2, ©3), vgl. Abb. 2.3, wird die Differenz der
Ortsvektoren (2.34) und (2.15) zum selben materiellen Punkt p bzw. P im verformten und unver-
formten Zustand

u = x—X
o

= 2 (9(0) (x(0', %) - X (6", 6%))

=0

WK

(12(8°%) u(0', 8%) (2.42)

l

Il
=)

gebildet. Dadurch ist die dem [-ten Direktor der Schale zugeordnete Verschiebung
ua = X — lX = U ei = lui e; = lﬂjAj = lﬂka (243)
mit der der Schalenreferenzflache zugeordneten Verschiebung ou eingefuhrt.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Darstellung von Komponenten von Tensoren
erster Stufe, in vorstehendem Fall dem Vektor ;u, in dieser Arbeit stets in der Weise erfolgen soll,
dass MaRzahlen beztiglich des Basissystems e des einbettenden kartesischen Koordinatensystems
als skalare Grof3e in Kursivdruck ohne zusétzliches hochgestelltes Kennzeichen, MafRzahlen be-
ztiglich des Basissystems A des konvektiven Koordinatensystems der Schalenreferenzflache als
skalare GroRe in Kursivdruck mit einem Uberstrich O und MaRzahlen beziiglich des Basissystems
Gides konvektiven Koordinatensystems des Schalenkorpers als skalare GroRe in Kursivdruck mit
einem Dach [0 jeweils mit entsprechender Indizierung dargestellt werden.
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Zur Bestimmung der inneren kinematischen Variablen hat sich damit die Darstellung des Verschie-
bungsfeldes u (6!, ©2, ©3) durch ein vollstandiges Funktionensystem ;2 (©?) ergeben, durch das,
nach dem WEIERSTRASSsschen Approximationssatz, vgl. [KRATZIG 1993], das exakte Verschie-
bungsfeld eines dreidimensionalen Koérpers beliebig genau approximiert werden kann. Entspre-
chend der in (2.18) bzw. (2.19) bei der Darstellung der Geometrie des unverformten Schalenkor-
pers verwendeten Anzahl d von Direktoren ergibt sich fir den Punkt P die Verschiebung

d
u(0', 0% 0% => " (,0(0% u (e e?)). (2.44)

=0

Mit diesem Schritt, der Reduktion der unendlichen Reihe auf eine endliche Anzahl von Gliedern,
ist ein entscheidender Schritt zur Darstellung verschiedener Schalenkinematiken vollzogen, die
wiederum zu zahlreichen unterschiedlichen Schalentheorien fiihren kénnen, vgl. dazu Abb. 2.4.

I Y N A

Ausgangszustand 1-Direktor- 2-Direktor- 3-Direktor-
Kinematik Kinematik Kinematik
d=1) d=2) d=3)

Abbildung 2.4: Multidirektor-Kinematiken — mogliche Verformung des Schalenkérpers bei unter-
schiedlichen Kinematiken

Spezialfalle und Beispiel.

Wird flr d = 0 gewdhlt, verbleibt nur der Verschiebungsvektor der Referenzflache. Darauf kann
eine Schalentheorie mit Normalenhypothese aufgebaut werden, die ohne zusatzliche Freiheitsgra-
de fir die Punkte im Schalenkontinuum auskommt. Wird fiir d = 1 gewdhlt, also reduziert man
die unendliche Reihe auf zwei Glieder und verhindert auBerdem die Mdglichkeit der Verschiebung
der Punkte des Schalenkdrpers in die Schalendickenrichtung relativ zur Referenzflache, also wéhlt
in (2.43) ;u3 = 0, und fordert kleine Verschiebungen und Verschiebungsableitungen, erhdlt man
mit der in (2.17) gewahlten Basisfunktion ;2 = (@3)l naherungsweise die REISSNER-MINDLIN-
Kinematik, wie sie in [REISSNER 1944] fiir Platten Verwendung fand. Mit der in (2.17) gewahlten
Basisfunktion ;2 = (6?)' ergibt sich fiir d > 1

d

u o= gx— oX+ 0 (1x— 1 X)+ Y ((07) (x— X))
— ou+ O (as - Ag)+ > ((0%) ) . (2.45)

Aus (2.42) folgt u. a. auch

10 = as — A3 . (246)
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Referenzkonfiguration

verformte Konfiguration

50

Abbildung 2.5: Kinematik mit Direktoren der Schale, dargestellt fir ©3 = 1

Ein Uberblick tber mogliche Schalenkinematiken findet sich u.a. in [SCHLEBUSCH 2005]. Fir
einen Reihenabbruch nach dem vierten Glied

u'= qu+ 0 u+ (@3)2 ou + (@3)3 su, (2.47)

wobei die Kennzeichnung des Reihenansatzes durch den Stern fiir d = 3 steht, sind in Abb. 2.5 die
entsprechenden Verschiebungsvektoren gu der Oberflache und die drei weiteren Direktorverschie-
bungen ;u, »u, su exemplarisch fir einen Punkt P mit dem Ortsvektor X* = X*(0!, 6% 1)e;
dargestellt.

2.3.4 Deformationsgradient

Ein infinitesimales Linienelement dx am Punkt p im verformten Schalenkorper geht aus einem
infinitesimalen Linienelement ¢X am Punkt P im unverformten Schalenkdérper durch Transforma-
tion

dx =F -dX (2.48)
mit dem Deformationsgradienten
F=x,0G =g, ®G', (2.49)

einem Tensor zweiter Stufe, hervor. Weitere h&ufig verwendete Formen des Deformations-
gradienten sind die transponierte, die inverse und die transponierte inverse Darstellung, vgl.
[ECKSTEIN 1999]:

FT = G’ X i
F! = G, ® gi
FT = g¢®G,. (2.50)
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Mit Hilfe des Deformationsgradienten erhdlt man die ko- und kontravarianten Basisvektoren (2.36)
im verformten Schalenkorper zu

g =F-G, und g =F".G". (2.51)

2.4 \erzerrungsmalle

Zur spéteren Formulierung von Arbeitsausdriicken erfolgt in diesem Abschnitt die Berechnung von
Verzerrungsmalien. Die in der virtuellen inneren Arbeit zu verwendenden Kraft- und Verformungs-
groRen werden hier auf die Ausgangskonfiguration bezogen. Obwohl die im Zusammenhang mit
dem in der Modellierung verwendeten Material zu erwartenden Verzerrungen des Schalenkdrpers
als klein angenommen werden kénnen und eine lineare Berechnung praktisch oft ausreicht, werden
hier in der Formulierung der Verzerrungsmalie geometrische Nichtlinearititen bericksichtigt, da
im Zusammenhang mit der anschlieRend vorgenommenen Modellerweiterung fiir Kontakt ohnehin
ein iterativer Losungsalgorithmus verwendet wird.

2.4.1 \erzerrungstensor

Fir jeden Punkt P des unverformten Schalenkdrpers B, der durch den \erschiebungsvektor u
in den Punkt p des verformten Schalenkorpers tibergeht, kann dazu der GREEN-LAGRANGESChe
\erzerrungstensor, ein Tensor zweiter Stufe,

1 -
E=E(0,6°.0) = §-G) =E,G o (2.52)

berechnet werden, der mit den Verzerrungsmalzahlen E;; bezuglich des kontravarianten Basis-
systems G* des unverformten Schalenkorpers dargestellt wird. Aus (2.36) wird mit (2.42) der
Metriktensor g des verformten Schalenkdrpers aus den Basisvektoren

berechnet. Setzt man diese in (2.52) ein, lassen sich die Verzerrungsmalizahlen
1
Ei' = 5 (u,i . Gj + 1.17]‘ . Gz + u,i . LIJ‘) (254)

durch die Projektion der Verschiebungsanderungen entlang der ©%-Koordinatenlinien in das Ba-
sissystem des unverformten Schalenkorpers G; darstellen, wobei der dritte Summand in (2.54)
die geometrische Nichtlinearitat in den Verzerrungsmafen liefert. Die Mazahlen £;; = E;; sind
symmetrisch. Eine Alternative ware die Berechnung des EULER-ALMANSI-Verzerrungstensors,
bei dem eine geeignete Darstellung im Basissystem des verformten Schalenkorpers g; erfolgt. Die
in (2.54) vorkommenden Basisvektoren kdnnen durch die in (2.28) angegebenen Beziehungen er-
setzt werden, so dass die Verzerrungsmalizahlen, die nach wie vor auf die kontravariante Basis
des Schalenkdrpers bezogen sind, durch die Basisvektoren der Schalenreferenzflache berechnet
werden konnen. Es ergibt sich fur die Referenzflachen-Verzerrungsmalie

Eag = (u,a . Gg + ug: Ga +117a : 1175)
(W (A —O°B3AL) + us- (Aa — ©°BiA)) + u,-up)

(uo-Ag+ug-A, —O°A, - (Bjus+ Blug) + us-ug) (2.55)

N RN RN~
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fur die Schubverzerrungsmale in Schnittflachen des Schalenkdrpers normal zur Schalenreferenz-
flache

Ea3 — (u,a . A3 —+ ug- (Aa — @3 BéAA) + U, - u,3)

| =D -

(u@ . Ag + us- Aa — @3 BQA/\ o -+ Uy - 1173) = Ega (256)

und fur das Verzerrungsmald in Schalendickenrichtung

1
E33 = 5 (2 1173 . A3 —I— u73 . 1173) . (257)

Fiur die Berechnung der in den VerzerrungsmaRen vorkommenden partiellen Ableitungen des
Verschiebungsvektors wird das Verschiebungsfeld (2.44) mit den Verschiebungen der Direktoren
u (©',0%) und der den Direktoren zugeordneten Basisfunktion ;< (©3) abgeleitet. Dabei ergibt
sich

d d

u,= Z lQ AL und u 3= Z 1973 . (258)

=0 =0

Mit den Reihen (2.58) werden die Verzerrungsmalie zu

d

1
Eos = 5 (Z (e As+ ug- Ay —O°Ay - (Byua + By ug)) +
1=0

(fom) (o)

k=0 =0

d
Eu = % (Z (e - Az + Q3 (A, — O’ BlAY)) +
!

0
d d
+ (Z k2 k:u,a) : (Z lQ,3lu>) (2.60)

k=0 =0

d

Bz = > Qszmu- Az +
1=0

d d
+% <Z kQ’g ku) . (Z 1973111) y (261)

k=0 =0

wobei wegen der nichtlinearen Anteile durch das Skalarprodukt u; - u ; ein quadratisches Poly-
nom mit (d + 1)2 Gliedern fr jedes Paar i, j entsteht. Die Verzerrungsmale werden im Folgenden
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nach der Potenz der Dickenkoordinate und nach der Basisfunktion durch die Einfiihrung von Teil-
verzerrungsmafen geordnet, vgl. [ MATHEAS et al. 2003 (a)]. Es entsteht:

d
1
Eag = 52 (laaﬂlQ @ lbaﬁlQ + Z klcag kQ Q)) (262)
=0 k=0

1 d

d
a3 — 5 Z (lda3 lQ + 1€a3 ZQ,3 - @3 lfaB 1973 -+ Z k93 kQ Q > (263)
k=0

=0

d d
Z <Zh33 23 + Z (kils3 kQ,les)) (2.64)

=0 k=0

-
Q

[
<

DN | —

mit den Teilverzerrungsmalen

10ag = (U -Ag+ug-A, (2.65)
bag = Ay (Bjua+ Byug) (2.66)
kiCap = kUq - U8 (2.67)
oz = Uy - Ag (2.68)
€a3 = u-A, (2.69)
fas = BiAy-u (2.70)
kda3 = kU - (U (2.71)
thss = 2u-Ag (2.72)
kil3s = pU- U, (2.73)

Die in (2.62) bis (2.64) entstandenen Glieder mit den nichtlinearen Anteilen, d. h. mit den Teil-
verzerrungsmagen (2.67), (2.71) und (2.73) sind durch eine weitere Summe innerhalb der aus der
Reihendarstellung herriihrenden Summe dargestellt.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Darstellung von Termen, die aus Direktoren
oder ihren MalRzahlen beztiglich der jeweiligen Basissysteme sowie aus mit Direktoren korrespon-
dierenden skalaren GroRen durch Multiplikation gebildet werden, durch vorangestellte zweifache
Indizierung ;[0 mit nattrlichen Zahlen &, € N erfolgt.

Die Teilverzerrungsmalie (2.66) und (2.70) sind die aus der Krimmung der Schale resultieren-
den Anteile. Das TeilverzerrungsmaR (2.65) resultiert aus dem linearen, krimmungsunabhangigen
Anteil des Referenzflachen-VerzerrungsmaRes, die Teilverzerrungsmalie (2.68) und (2.69) resul-
tieren aus den linearen, krimmungsunabhangigen Anteilen des Schubverzerrungsmalies, und das
Teilverzerrungsmal? (2.72) resultiert aus dem linearen, krimmungsunabhangigen Anteil des Ver-
zerrungsmales in Schalendickenrichtung.

2.4.2 \erzerrungstensor der Oberflache

Fur jeden Punkt P der unverformten Schalenreferenzflache S, der durch den Verschiebungsvektor
ou in den Punkt op der verformten Schalenreferenzflache tibergeht, kann aus (2.52) der GREEN-
LAGRANGESche Verzerrungstensor der Oberflache

Es = E|gs_, = Bjj A" ® A (2.74)
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der oberflachenorientierten Einschichten-Schalentheorie berechnet werden, der mit den Verzer-
rungsmafzahlen E;; beziiglich des kontravarianten Basissystems A* der unverformten Schalenre-
ferenzflache dargestellt wird. Es entsteht

— 1

Eag = 5 0qap OQ —+ 00Cag ()Q OQ (275)
_ _ 1

Es, = Eu3= B (0da3 02+ 1€43123 + 0190302182 3) (2.76)
_ 1 )

Es3 = 5 1hs3 1§03 + 1193318231823 (2.77)

mit den Teilverzerrungsmalen (2.65) bis (2.73), wobei die krimmungsabhangigen Teilverzer-
rungsmaRe (2.66) und (2.70) in der Einschichtentheorie hier wegen ©3 = 0 verschwinden, vgl.
(2.62) und (2.63). Diese VerzerrungsmafRzahlen ergeben sich mit den in (2.17) gewahlten Basis-
funktionen ;©2 (©3), die in (2.75) bis (2.77) alle den Wert 1 annehmen, zu

— 1

Eaﬁ = 5 (011701 . Ag + 01175 . Aa) —|— 0117& . 01175 (278)
— — 1

Ega = Eag = 5 (ou’a . A3 + 1a - Aa + 01170( . 111) (279)
Egg = 1ua- A3 +1u-(u. (280)

Es ist zu erkennen, dass hierin ausschlieBlich die Verschiebungen ou und ;u des Ortsvektors und
des ersten Direktors auftreten. Dennoch sind die entstandenen VerzerrungsmaRe (2.78) bis (2.80)
der Oberflache - unabhangig von der gewahlten Approximation (2.44) der Verschiebungen des
Schalenkérpers - exakt, da alle hoheren Glieder verschwinden.

Auf der Grundlage dieser Verzerrungsmale werden spéter in Abschnitt 2.6 ein Spannungstensor
der Oberflache, vgl. Abschnitt 2.5.2, und auf dessen Grundlage wiederum ein Spannungsvektor
der Oberflache, vgl. Abschnitt 2.5.4, ermittelt. Letzterer dient spater im Zusammenhang mit einer
erweiterten oberflachenorientierten Mehrschichten-Schalentheorie als Grundlage zur Ermittlung
einer Kontakt-Normal- und Kontakt-Tangential-Spannung, vgl. die Abschnitte 4.4.2 und 4.4.3.

2.5 Spannungen

In diesem Abschnitt wird zunéchst ein Spannungstensor zur Verwendung in einem Arbeitsaus-
druck eingefuhrt, der zum in Abschnitt 2.4 eingeflihrten Verzerrungstensor energetisch konjugiert
ist. Fir diesen werden anschlieBend Spannungsmafe bezuglich eines orthogonalen, normierten
Basissystems angegeben, so dass eine einfache Auswertung des dreidimensionalen Spannungs-
zustandes im Zusammenhang mit materialspezifischen Spannungskriterien insbesondere fur Ver-
bundversagen gewahrleistet wird.

2.5.1 Spannungstensoren

Der auf ein beliebiges differentielles Flachenelement da des verformten Schalenkérpers bezogene
Schnittkraftvektor dfs im Punkt p wird mit Hilfe des CAUCHY-Theorems durch lineare Abbildung

df

— =0o-ng, dfs=0-dag;, dag = dagng (281)
dCLB
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mit dem CAUCHYschen Spannungstensor
o=o0 (@1, o2 @3) =o'g ®g; (2.82)

und dem entsprechend der Orientierung des Flachenelementes beliebig gerichteten normierten
Normalenvektor ni des Flachenelementes dags des verformten Schalenkérpers verknilpft. Unter
Ausnutzung der Transformation (2.48) kann (2.81) in die Darstellung

dfg=P-dAg mit P=detFo -F ' (2.83)

uberfuhrt werden. Der 1. PIoLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor P, der sich aus der Analogie der
Darstellungen (2.81) und (2.83) ergibt, verkniipft das Flachenelement d A 5 des unverformten Scha-
lenkorpers mit dem Schnittkraftvektor dfs des verformten Schalenkdrpers. Um auf eine Dar-
stellung ausschlielich beziglich des unverformten Schalenkdrpers zu gelangen, wird der fiktive
Schnittkraftvektor

dFz = F~' . df; (2.84)

im Punkt P im unverformten Schalenkdrper eingefuhrt. Hierbei wird fir den Schnittkraftvektor
das selbe Transformationsverhalten wie fir die Linienelemente (2.48) zu Grunde gelegt. Das heif3t,
der Schnittkraftvektor wird als konvektive Grolie behandelt. Besonderheiten, die damit verbunden
sind, zeigt die Veranschaulichung an einem beispielhaft gewéhlten speziellen Deformationsvor-
gang eines Korpers in Abschnitt 2.5.5 auf. Es l&sst sich mit (2.84) analog (2.81) formulieren:

dFp =S -dAg (2.85)
mit

S=F'!P=detFF'.¢-FT. (2.86)
Der 2. PioLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor S, der sich aus der Analogie der Darstellungen
(2.81), (2.83) und (2.85) ergibt, verkniipft das Flachenelement dAz des unverformten Schalen-

korpers mit dem fiktiven Schnittkraftvektor dFs im Punkt P, vgl. [DoLL 1998]. Die PIOLA-
KIRCHHOFF-Spannungen 2. Art

S=5(0'6%0% =5"G;®G;, (2.87)

die fur jeden Punkt P durch die SpannungsmafRzahlen S% im kovarianten Basissystem des un-
verformten Schalenkorpers dargestellt werden kdnnen, sind im Sinne der spéter zu definierenden
virtuellen inneren Arbeit zu den eingefiihrten GREEN-LAGRANGESchen Verzerrungsmafen (2.52)
konjugiert, was z.B. in [SCHLEBUSCH 2005] gezeigt wurde. Aus (2.86) erhalt man mit den in
(2.50) angegebenen Funktionen des Deformationsgradienten und (2.82)

S = detFG;®g' - (0c7gi®g;) g @G
S”Gl Y Gj detFaU GZ ® Gj ) (288)

woraus die Beziehung der eingefiihrten Spannungsmafzahlen zueinander deutlich wird.
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2.5.2 Spannungstensor der Oberflache

Werden die 2. PIoLA-KIRCHHOFF-Spannungen (2.87) an einem Punkt (P in der Schalenreferenz-
flache S, die Teil des Schalenkdrpers B ist, berechnet, ergeben sich die 2. PIOLA-KIRCHHOFF-
Spannungen der Oberflache

Ss = Slgs_g =5~ A, ® A, (2.89)

mit den Spannungsmalizahlen 5 beziglich des kovarianten Basissystems A; der unverformten
Schalenreferenzflache. Diese kdnnen mit Hilfe von (2.86) bzw. (2.88) in CAUCHY-Spannungen
der Oberflache

os=0"a;,®a; = 0|g_, (2.90)

am Punkt p transformiert werden, der der selbe materielle Punkt ist, der sich im unverformten
Zustand im Punkt (P befindet. Die zugehorigen SpannungsmaRzahlen */ lassen sich beziiglich
des kovarianten Basissystems a; der verformten Schalenreferenzflache geeignet darstellen. Durch
diese Spannungstensoren der Oberflache werden nach wie vor vollstandige dreidimensionale Span-
nungszusténde dargestellt.

Auf der Grundlage des Spannungstensors der Oberflache wird spater ein Oberflachen-Spannungs-
vektor, vgl. Abschnitt 2.5.4, ermittelt. Letzterer dient spater im Zusammenhang mit einer erwei-
terten oberflachenorientierten Mehrschichten-Schalentheorie als Grundlage zur Ermittlung einer
Kontakt-Normal- und Kontakt-Tangential-Spannung, vgl. die Abschnitte 4.4.2 und 4.4.3.

2.5.3 Orthonormale Basissysteme

Fur eine einfache ingenieurmallige Auswertung des Spannungszustandes werden physikalische
Spannungen mit Spannungsmalizahlen, die auf ein orthonormales, d. h. orthogonales und normier-
tes Basissystem bezogen sein mussen, berechnet.

Koordinatensystem im Schalenraum im unverformten Zustand.

Das Koordinatensystem mit den konvektiven Koordinaten (3’ (1 =1, 2, 3) besitzt im unverformten
Zustand das Basissystem {M‘ = M;; i = 1,2, 3}. Dieses Koordinatensystem wird - der Schalen-
geometrie angepasst - fur den Punkt P des unverformten Schalenkdrpers so gewahlt, dass die durch
seine Basisvektoren M; und M, aufgespannte Ebene parallel zur Tangentialebene im Punkt (P
der Schalenreferenzflache ist. Das heilit, dass die Basisvektoren G, und G- und auch G' und G2
sich in der durch die Basisvektoren M; und M, aufgespannten Ebene befinden und

M; =G3=G? (2.91)
ist. Der Basisvektor M sei um den frei wéhlbaren physikalischen Winkel

w = wG; (2.92)
gegeniiber dem Basisvektor G; um die Schalennormale gedreht, vgl. Abb. 2.6, so dass gilt:

M, - Gy = /Gy cosw . (2.93)
Er ergibt sich aus der Transformation

M, =M! G+ M?G,, (2.94)
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G3=M; . : @2

)

Abbildung 2.6: Definition eines normierten kartesischen Koordinatensystems

wobei der Transformationskoeffizient
M2 =M, - G2 = VG2 cos (90° — w) = VG2 sinw (2.95)

direkt aus der der Tensorrechnung zu Grunde liegenden Bedingung, dass die ko- und kontravarian-
ten Basisvektoren G; und G? senkrecht aufeinander stehen, ermittelt werden kann. Wendet man
(2.93) auf (2.94) an, entsteht

VGiicosw =M Gy + M? Gy, (2.96)

woraus durch Umformung der Transformationskoeffizient

1

]/\4\% = — <\/G11 cosw — Gy VG22 sinw) (2.97)
Gn

entsteht. Der Basisvektor M, ergibt sich analog (2.94) aus der Transformation

wobei die Transformationskoeffizienten

— 1

Mi = G <\/ G sinw + Go1 VG?2 cos w) (2.99)
11

]\/4\3 = VG??cosw (2.100)

aus (2.97) und (2.95) aus VergroRerung des Winkels w um 7 /2 hervorgehen.

Koordinatensystem im Schalenraum im verformten Zustand.
m .
Das Koordinatensystem mit den konvektiven Koordinaten ©* (i = 1, 2, 3) besitzt im Punkt p
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des verformten Schalenkdrpers den Basisvektor m; des normierten, orthogonalen Basissystems
{m’ = my; i = 1,2, 3}, das nachfolgend berechnet wird. Die Basisvektoren m, und ms gehoren

m m m.
nicht zu den Koordinatenlinien ©2 und ©3, da die Koordinaten © im Punkt p der verformten
Konfiguration keine orthogonalen Koordinatenlinien mehr sind. Der Basisvektor m; lasst sich wie
in (2.48) mit Hilfe des Deformationsgradienten und anschlieRender Normierung erhalten:

/
m = m, =F M, . (2.101)
ml * ml

Aus der Beziehung

cosw = L 81 (2.102)

kann der Betrag w’ des Winkels w’ ermittelt werden, um den der Basisvektor m; gegentber dem
Basisvektor g; um die Schalennormale

ms = 1mq X 1My (2103)

im verformten Zustand gedreht ist, wobei

1
m; = —— <,/gn sinw’ + g211/ 9?2 cos u/) g1+ vVg*2cosw g (2.104)
g1

analog (2.98), (2.99) und (2.100) als senkrecht auf m; stehender \ektor berechnet werden kann.

Koordinatensystem in der Schalenreferenzflache im verformten Zustand.
In gleicher Weise wird im Punkt op der Schalenreferenzflache im verformten Zustand das Basis-

system {m’ = m;; i = 1,2, 3} fir das Koordinatensystem mit den Koordinaten ©* (i = 1, 2, 3)
eingeflhrt. Es entstehen durch Berechnung aller GréRen mit den Koordinaten des Punktes op der
Schalenreferenzflache analog (2.101), (2.104) und (2.103) die Basisvektoren

ﬁi = ﬁz = m’} 93—0 = rni]@3:0 (2105)
eines normierten, orthogonalen Basissystems, bei dem m; durch den Winkel &’ mit dem Betrag
@', analog (2.102), gegenuiber a; gedreht ist.

2.5.4 Physikalische Spannungsmalfe

Spannungen im Schalenraum.
Aus der Koordinatentransformation

ok = 5lig, . mbg; - m! (2.106)

zwischen Basissystemen am Punkt P und p im Schalenkérper gehen SpannungsmaRzahlen o
hervor, die auf das eingefuihrte orthogonale, normierte Basissystem mit den Basisvektoren my,
nach (2.101), (2.104) und (2.103) bezogen sind. In Erweiterung zu der am haufigsten anzutreffen-
den Darstellung (2.82) des CAUCHY-Spannungstensors kénnen beliebig viele weitere Darstellun-
gen dieses Tensors vorgenommen werden. Die Malizahlen (2.106) gehtéren damit zum CAUCHY-
Spannungstensor

o=0'g®g =om,®@m =o0h;@h, (2.107)



32 2 Einschichten-Schalentheorie

und kénnen zu einer Matrix zusammengefasst werden, so dass

1 12 13 112 13
Um Um Um Um Um Jm
_ 21 22 923 - _ 21 22 23
o= | o5 oF on mit o= | o5 o of (2.108)
31 32 ;33 31 ;32 33
Om Om Om m,®m, Om Om Om

entsteht.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass Matrizen im Sinne der Matrizenrechnung der
Mathematik durch das EinschlieRen in eckige Klammern [ ] dargestellt werden und fir diese
Zahlendarstellungen die blichen Rechenregeln der Matrizenrechnung gelten. Zudem sei darauf
hingewiesen, dass die symbolische Darstellung von Matrizen hier stets durch Fettdruck und zur
Unterscheidung von Tensoren durch einen zusatzlichen Unterstrich O erfolgt. Bei der Darstellung
des zugehdrigen Zahlenschemas steht hinter der eckigen Klammer keine Basis.

Des Weiteren sei darauf hingewiesen, dass, sofern es sich um die matrizielle Darstellung eines
Tensors erster oder zweiter Stufe handelt, das zu den Malzahlen in der Matrix gehdrende Ba-
sissystem durch rechte untere Indizierung, bspw. [ ]e® hinter der Matrix angegeben wird.
Dabei z&hlt der erste Index die Zeile und der ggf. vorhandeﬁe zweite Index die Spalte. Wird diese
Indizierung weggelassen, sind die Elemente der Matrix Mal3zahlen beziiglich des Basissystems
{e; = e'; i =1, 2, 3} des einbettenden kartesischen Koordinatensystems.

Die Hauptspannungen des CAUCHY-Spannungstensors lassen sich durch das Lésen der Gleichung
det(g —of'1) =0 (2.109)
errechnen, wobei 1 die 3 x 3-Einheitsmatrix ist.

Durch Auswerten von (2.109) erhalt man eine Gleichung dritten Grades, deren Losungen oi!, o2
und 072 die gesuchten Hauptspannungen darstellen. Sie sind die Eigenwerte des Spannungstensors
o.Es gilt: oy = 0 furalle i # j. Die Basisvektoren

h} = hj my (2.110)
welche die Hauptspannungsrichtungen angeben, ergeben sich aus der Gleichung

(c—of'l)-h,=0, (2.111)
in die die aus (2.109) berechneten o} eingesetzt werden. Die Losungen sind Eigenvektoren des
Spannungstensors o . In normierter Form

h'
h,= —— (2.112)
vh!-h

bilden sie ein orthogonales, normiertes Basissystem {h’ = h;; i = 1,2, 3}.
Spannungen in der Oberflache.

Eine analoge Darstellung beziiglich des am Punkt p in der Schalenreferenzflache berechneten
Basissystems my;, kann fir die in (2.90) eingefiihrten CAUCHY-Spannungen in der Oberflache

os = aﬁl m;, @m; Mmit aﬁl =gYa, -m" a; - -’ (2.113)

vorgenommen werden. Aus dieser Darstellung wird im Punkt op mit Hilfe des normierten Norma-
lenvektors m? des Flachenelementes das der verformten Schalenreferenzflache der Spannungs-
vektor

ok = 05 -M° = ok my, (2.114)
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der Oberflache berechnet.

Dieser dient spater im Zusammenhang mit einer erweiterten oberflachenorientierten Mehrschich-
ten-Schalentheorie als Grundlage zur Ermittlung einer Kontakt-Normal- und Kontakt-Tangential-
Spannung, vgl. die Abschnitte 4.4.2 und 4.4.3.

2.5.5 Vergleich der Spannungsmalie am Beispiel

Die in (2.82) eingefiihrten CAUCHY- und in (2.87) eingefuhrten P1OLA-KIRCHHOFF-
Spannungsmafzahlen sollen hinsichtlich ihrer physikalischen Interpretierbarkeit durch die folgen-
de Veranschaulichung an einer beispielhaft gewéhlten speziellen Deformation eines einfachen,
ebenen Schalenkdrpers miteinander verglichen werden, der in Abb. 2.7 dargestellt ist. Die physi-

Schnittkraftvektor im unverformten Zustand
A 2

(S
. 1
|df5| ldfs]  ©
fiktiver Schnitt- Schnittkraftvektor im verformten Zustand
kraftvektor im % tx2
unverformten Zustand !
A @2 de
I 7Y g1
GQ =e€9 o €3 7
“— — 5 >
-dF B G 1—=¢€1| dF B ® 1 X 1
-dfp

Abbildung 2.7: Darstellung der Schnittkrafte dfs und dF s in unterschiedlichen Konfigurationen

kalischen MaReinheiten fir die Langen, Krafte und Spannungswerte sollen jedoch aus Grunden
der Ubersichtlichkeit nicht mitgefilhrt werden. Ebenso seien die Gleichgewichtsbeziehungen so-
wie die konstitutiven Beziehungen und Materialparameter nicht Bestandteil der Betrachtung. Es
sind in Abb. 2.7 auf der linken Seite der unverformte Zustand des wurfelférmigen Schalenkor-
pers als Ausgangskonfiguration mit den Kantenldngen L; = 1 und auf der rechten Seite der ver-
formte Zustand des selben Schalenkdrpers als Momentankonfiguration jeweils in der Aufsicht auf
die X', X2-Ebene in dem selben einbettenden kartesischen Koordinatensystem X* (i = 1, 2, 3)
dargestellt. Im unverformten Zustand falle in diesem Beispiel das konvektive Koordinatensystem
©' (i = 1, 2, 3) des Schalenkorpers mit dem einbettenden kartesischen Koordinatensystem zu-
sammen, so dass fur die Basisvektoren des konvektiven Koordinatensystems in der Ausgangskon-
figuration gelte:

1 0 0
G1:G1:e1: 0 ) G2:G2282: 1 ) G3:G3283: 0
0 0 1

(2.115)
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Im verformten Zustand bleibe der in diesem Beispiel betrachtete Schalenkorper der Einfachheit
halber quaderférmig, sei jedoch gegenuber der Ausgangskonfiguration durch den Winkel

Wo = WOG3 (2116)
gegeniber dem Basisvektor G; um die Schalennormale gedreht, vgl. Abb. 2.7. Seine Kantenldngen
ll =w L] =w, 12 = wolg = wy und 13 = L3 =1 (2117)

sollen sich bei der Deformation um die Faktoren w; und w, verdndert haben, so dass fiir die Basis-
vektoren des konvektiven Koordinatensystems in der Momentankonfiguration gelte:

[ coswy | [ — sinwp [0 ]
g = wi| sinwy |, g = ws COoS Wy , g8 =10
0 i 0 | 1]
1 [ coswy | 1 [ — sinwy [0 ]
gl = — | sinwy |, g2=— | coswp , g2=10 (2.118)
Wi 0 w2 0 1

Die MaRzahlen f*' des Deformationsgradienten (2.49) beziiglich des Basissystems des einbetten-
den kartesischen Koordinatensystems lassen sich allgemein folgendermafen angeben:

F = fijei®ej:gk®Gk
f9 = g,-eGF.¢e. (2.119)
Wegen G* = eF = G, = e;, kann flr dieses Beispiel der Deformationsgradient durch

w1CoSwy —wosinwy 0
F=g;-G'e®e = | wysinwg wycoswy 0 |, (2.120)
0 0 1

seine Determinante durch
det F = wywo (2.121)

und die in (2.50) angegebenen Funktionen des Deformationsgradienten durch

witcoswy wy'sinwy 0 witcoswy —wytsinwy 0
-1 1 - -T 1. _
F7 = | —w;'sinwy wy'coswy 0 | F7' =] wl'sinwy wy'coswy 0
0 0 1 0 0 1
(2.122)
berechnet werden.

Es wird noch einmal darauf hingewiesen, dass, wie oben vereinbart, hinter der eckigen Klammer,
die in diesem Fall Mafzahlen von Tensoren zweiter Stufe einschlief3t, die zugehorige Basis e; ® e;
nicht mitgeschrieben wurde.

Alle notwendigen die Geometrie betreffenden GréRen wurden fur dieses Beispiel damit festge-
legt. Bezliglich der Kraft, die beim Deformationsprozess, der durch die beiden hinsichtlich der
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Geometrie beschriebenen Konfigurationen gekennzeichnet ist, am Korper wirkt, sei folgendes an-
genommen: Der zum Ausgangszustand gehorende fiktive Schnittkraftvektor (2.85) und ein dar-
aus resultierender, die Projektion (2.85) fur dieses Beispiel erfiillender 2. PIOLA-KIRCHHOFF-
Spannungstensor (2.87) seien:

1 St g2 g13 100
dFs=|0], S=|8" 52 5B |=|000]|. (2.123)
0 §31 §82 33 00 0

Der dem Ausgangszustand zugeordnete fiktive Schnittkraftvektor dFz hat den Betrag |dF | und
weist in Richtung der Flachennormalen der Flache dA s des Ausgangszustands mit deren Betrag
|dA | mit den Werten

|dFg| =1,  |dAg|=LyLs=1. (2.124)
Daraus lasst sich ein Rechenwert fur die Spannung als 2. PIoLA-KIRCHHOFF-Spannung

_|dFg|

Sll — —
|dAg|

1 (2.125)

im Kdorper ermitteln.

Soll das gleichzeitige Vorhandensein der Kraft und zugehdriger Deformation in der Momentan-
konfiguration am verformten Korper der Ermittlung eines Rechenwertes zu Grunde gelegt werden,
ist die Verwendung des CAUCHY-Spannungstensors erforderlich. Der zur Momentankonfiguration
gehoérende, aus (2.84) durch Umformung hervorgehende Schnittkraftvektor

W1 COS Wy
dfs =F -dFg = | wisinwy (2.126)
0
hat den Betrag
|dfs| = w; . (2.127)

Der Schnittkraftvektor wird also im Vergleich zu dF 5, als wére er dem materiellen Volumen ein-
geschrieben, mit dem Korper gestreckt. Er weist in Richtung der Flachennormalen der Flache daj
mit deren Betrag

‘daB’ = lglg = W2 . (2128)
Aus (2.86) geht durch Umformung der CAUCHY-Spannungstensor

1

o = F-S-FT:aklgk@)gl:?r\ijei@ej:/a\ijGi@Gj
det F
ol g2 13 cos? wy coswpsinwy 0
= 521 522 528 | = U (o wo Sin wy sin? wy 0 (2.129)
531 532 533 w2 0 0 0

hervor, der sich durch Transformation mit der Transformationsmatrix

G -g! Gy-g! G; gl witcoswy wy'sinwy 0
T=] G;- g? Gy g> Gs-g° | = —wy tsinwy wy tcoswy 0 (2.130)
G g’ Gy-g® Gz g’ 0 0 1
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in das Basissystem des verformten Korpers mit den MafRzahlen

oM =5"G; - g"G; - & (2.131)
Zu
R b.\ll 6.\12 6.\13 o (w1w2>—l 0 0
o= |T |3 52 | T - 0 00 (2.132)
/0\31 332 6_\33 0 00
8i®8g; 8i®8;

ergibt. Man erkennt an dieser Stelle, dass, wie in (2.88) angegeben, sich die Spannungsmalzahlen

1 Sll
1 = 2.133
“ w12 det F ( )

um det F', vgl. (2.121), unterscheiden. Zudem ist zu erkennen, dass in der Darstellung (2.132) das
Spannungsmaf o!'* nicht vom Drehwinkel w, abhangig ist.

Um fur den erhaltenen CAUCHY-Spannungszustand dieses Beispiels einen zu (2.125) vergleich-
baren Rechenwert einer Spannung zu erhalten, soll abschliefend der CAUCHY-Spannungstensor

o=o""g, g =0"0e=0"G;0G,; =37g, Dg; (2.134)

noch im normierten Basissystem

~ i 8 &
g = = =
Gii il
COoS Wy — sin wy 0
gl = sinwg |, g2=| coswy . g=10 (2.135)
0 0 1

des verformten Zustands, das in diesem Beispiel bereits ein orthogonales Basissystem ist, darge-
stellt werden. Es entstehen aus (2.134) die MaRzahlen

M =57G; g G, g, (2.136)

womit durch Transformation mit der Transformationsmatrix

_ G -g' Gy-g' Gs-g! coswy sinwg 0
I = G1 . §2 G'2 . §2 G3 : ’g’Q = —sin Wop COS Wy 0 (2137)
Gi-g° Gy-g® Gy-g’ 0 0 1

der CAUCHY-Spannungstensor in die Darstellung

/0\11 5_12 813 . w1w2—1 O O
o= |T |5 52 58 |T = 0 00 (2.138)
~31 =32 =33
o o> o S 0 0 0 |. -
g2iRg; 28,

gebracht werden kann. Man erhalt also sowohl anschaulich aus (2.127) und (2.128) als auch als
Ergebnis (2.138) der Spannungstransformationen die CAUCHY-Spannung

1 _ |dfs| w1

_ v 2.139
|da3| W9 ( )
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was sich von der 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannung (2.125) offensichtlich unterscheidet. Im Ver-
gleich zu (2.138) erhélt man aus (2.123) fir die 2. PIoLA-KIRCHHOFF-Spannungen

St g1z gls . cos? wy —coswpsinwy 0

S=|T | §* §2 §®|T = | —coswysinwy sin? wy 0
S3t §32 633 - 0 0 0. -
8i¥gj g8i®g;

(2.140)

Die Malizahlen des 2. P1O0LA-KIRCHHOFF-Spannungstensors (2.123) und (2.140) und des
CAUCHY-Spannungstensors (2.129) und (2.138) lassen sich insofern physikalisch interpretieren,
als dass sie alle, hier vereinbarungsgeméal dimensionslos, bezuglich orthogonaler, normierter Ba-
sissysteme angegeben sind. Sie kdnnen in diesem Sinne physikalische Spannungsmalie beziiglich
vorher vereinbarter Kraft- und Langeneinheiten darstellen. Der physikalisch messbare Zustand
wird am geeignetsten durch die Darstellung (2.138) des CAUCHY-Spannungstensors beschrieben.
Eine dem Ingenieur ebenfalls vertraute Methode ist die Berechnung des Betrages einer Spannung

_ |dfp|
|dAg]

o1 (2.141)
aus dem Betrag des Schnittkraftvektors im verformten Zustand bezogen auf eine Flache im un-
verformten Zustand, vgl. Abb. 2.7 oben. Nimmt man zur abschlieBenden Veranschaulichung bei-
spielsweise fir w; = 2,0 und wy, = 0,8 an, ergeben sich die Betrdge der CAUCHY-Spannung
(2.139), der Spannung (2.141) und der 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannung (2.125) der Reihenfolge
nach zu

ct=275, o1 =20, St =1.0. (2.142)

Da die 2. PioLA-KIRCHHOFF-Spannungen als energiekonjugierte Groflen zu den GREEN-
LAGRANGESchen Verzerrungen aus der spateren Berechnung direkt hervorgehen, ist zur Berech-
nung der CAUCHY-Spannungen eine Nachlaufrechnung in den Punkten p des Schalenkorpers
bzw. op der Schalenreferenzflache erforderlich. Derart grofle Verzerrungen, wie sie in Abb. 2.7
dargestellt sind, sind bei der hier vorgesehenen Anwendung im Zusammenhang mit dem Mate-
rial Beton nicht zu erwarten, so dass sich die physikalischen Spannungsmale der beiden Span-
nungen bei den hier vorausgesetzten kleinen Verzerrungen in der praktischen Rechnung nur we-
nig voneinander unterscheiden. Man vergleiche dazu die Abbildungen 3.14(a) und 3.14(b) des
numerischen Beispiels in Abschnitt 3.5.1, in denen an einem stark verformten Kragbalken je-
weils Hauptspannungen, berechnet aus dem 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor bzw. aus
dem CAUCHY-Spannungstensor, in GroRe und Richtung dargestellt wurden. Darin ist zu erken-
nen, dass die physikalischen 2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungen beziiglich der Lage des Balkens
im unverformten Zustand, ndmlich entlang der Horizontalen, geeignete Rechenwerte liefern, wenn
man deren Richtungen mit den bei dieser Belastung an dem Balken zu erwartenden Spannungs-
trajektorien vergleicht. Die physikalischen CAUCHY-Spannungen liefern bezliglich der Lage des
Balkens im verformten Zustand geeignete Rechenwerte. Fir in der Praxis zu erwartende Belastun-
gen von Textilbeton ergeben sich die Spannungen aus (2.142) zu o' = 7,0003 N/mm? und S =
6,9986 N/mm?, wenn man einmal eine elastische Grenzzugspannung o; = 7,0000 N/mm?, die
flr eine Dehnung von etwa 0, 0002 in einaxialen Versuchen ungefahr gemessen werden kann, zu
Grunde legt und dann flr w; = 1,0002 und wy, = 0,99996 wahlt. Im Rahmen dieser Arbeit wer-
den physikalische SpannungsmalRe auf der Grundlage des CAUCHY-Spannungstensors, wie sie in
(2.106) und in (2.113) zur Berechnung des Spannungsvektors der Oberflache (2.114) angegeben
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werden, als \Vergleichswerte fur die experimentell ermittelten materialspezifischen Versagensspan-
nungen verwendet. Die zugehdrigen Basissysteme der verwendeten Spannungsmafe orientieren
sich an der ersten Materialhauptrichtung des spater einzufiihrenden orthotropen Materials im ver-
formten Zustand der Schale.

2.6 Materialgesetz

Hinsichtlich des in dieser Arbeit eingefuihrten Materialgesetzes soll nur eine sehr einfache Nahe-
rung fir das tatsdchliche Materialverhalten von textilbewehrten Materialien verwendet werden, da
ein Schwerpunkt der Arbeit neben der Entwicklung des Schalenmodells in der kinematischen und
kinetischen Beschreibung lediglich des speziellen Versagensmechanismus Delamination liegt.

2.6.1 Anforderungen an Stoffgesetze

Durch die Erhaltungssétze in Abschnitt 1.2.3 kann nicht erfasst werden, dass gleiche &uf3ere Ein-
wirkungen auf einen materiellen Kérper zu unterschiedlichen Spannungs- und Deformationszu-
stdnden in materiellen Korpern gleicher Geometrie, aber unterschiedlichen Materials flihren. Dazu
wurden sogenannte Axiome der Materialtheorie formuliert, deren Berucksichtigung einen physi-
kalisch sinnvollen Aufbau der Stoffgesetze gewahrleistet, vgl. [ERINGEN 1980], [BUCHER 2001].
Axiom des Determinismus. Alle abhdngigen konstitutiven Variablen sind eindeutig bestimmbar
durch die Geschichte der unabhangigen konstitutiven Variablen im materiellen Korper.

Axiom der lokalen Wirkung. Die konstitutiven Variablen eines materiellen Teilchens werden nur
von Punkten beeinflusst, die sich in einer genligend kleinen Umgebung des betrachteten Teilchens
befinden.

Axiom der Aquiprasenz. Jede abhangige konstitutive Variable ist mit allen unabhangigen konsti-
tutiven Variablen verknupft.

Axiom der thermodynamischen Konsistenz. Alle Stoffgesetze missen dem zweiten Hauptsatz
der Thermodynamik gentgen.

Axiom der Objektivitat. Bei der Formulierung von Deformationsgesetzen ist es erforderlich, de-
ren Unabhangigkeit vom gewahlten Bezugssystem zu gewahrleisten, was durch die Verwendung
von tensorwertigen Beziehungen erreicht wird.

2.6.2 Textilbewehrte Verstarkungen

Textilbewehrte Verstarkungsschichten eignen sich wegen der guten Drapierbarkeit der Bewehrung
sehr gut zum nachtréglichen Verstarken von gekrimmten Bauteilen, insbesondere von Schalen-
konstruktionen. In Abb. 2.8(a) ist das Aufbringen von Gelegen fur eine Textilbetonverstarkung auf
ein Bauteil aus Beton dargestellt, auf das anschlieBend sogenannter Feinbeton aufgebracht wird.
Eine weitere Mdglichkeit des Einsatzes textilbewehrter Verstarkungsschichten ist das Aufbringen
von in Harz eingebetteten textilen Strukturen auf Holzbauteile. Die Bewehrung besteht jeweils
aus einer oder mehreren textilen Gelegen ubereinander, vgl. Abb. 2.8(b), welche aus sogenannten
Glasfaserrovings maschinell hergestellt werden. Der Roving? selbst besteht aus einer Vielzahl von
Filamenten? (bis zu 2000 Einzelfilamente). Auf Grund der Verwendung von Glas als Bewehrungs-
material kann bei Verstarkungen mit Beton die konstruktive Betoniiberdeckung im Vergleich zu
Stahlbeton verringert werden. Mit textilbewehrten Verstarkungen lassen sich somit sehr filigrane
Bauteile bzw. diinne Verstarkungsschichten herstellen. Die zementgebundene Matrix des Textil-
betons bietet sich zudem zur Verstarkung bestehender Betonkonstruktionen an, da kein Klebstoff

1 nicht verdrilltes Filamentbiindel
2 Endlosfasern
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M‘ca. lcv;;
(a) Drapieren textiler Strukturen (b) Auswahl an textilen Strukturen

Abbildung 2.8: Applikation und textile Bewehrungsstrukturen

zwischen Bauteil und Verstarkungsschicht notwendig ist.

Die aus einzelnen Ubereinander gelegten Gelegen bestehende textile Gesamtstruktur ist im All-
gemeinen monotrop, vgl. Abb. 2.9(f), d.h. innerhalb der Gelegeflache anisotrop. Ein einzelnes
Gelege, bestehend aus Kett- und Schussfaden ist im Allgemeinen orthotrop. Es gibt jedoch beim
Einsatz von zwei oder drei Gelegen tbereinander Anordnungen hinsichtlich des Winkels zwischen
den Materialhauptrichtungen, die wiederum orthotrope Materialeigenschaften aufweisen. Zur Dar-
stellung der Materialeigenschaften mdglicher Bewehrungsschichten in Abb. 2.9 seien unterschied-
liche, einzelne Gelege a und b, jeweils bestehend nur aus Kettfaden, vgl. Abb. 2.9(a), eingefihrt.
Die Schussfaden seien in a und b nur zur Gewabhrleistung der Formtreue des Geleges vorhanden
und nicht fur eine Kraftlibertragung anrechenbar. Aus dieser Abbildung ist die Charakterisierung
des zugehorigen Materialverhaltens zu entnehmen, das aus einer Homogenisierung der jeweils dar-
gestellten textilen Struktur zusammen mit dem sie umgebenden bzw. durchdringenden Feinbeton
hervorgeht. In der Arbeit [RICHTER 2005] werden Materialgesetze fir homogenisiertes Materi-
al fur eine beliebige Anzahl von Gelegen in beliebigen Winkeln zueinander angegeben, die auch
Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Lagen bertcksichtigen.

2.6.3 Materialgesetz — lineares orthotropes Material

Auf der Grundlage der gewahlten Kinematik ist es uneingeschréankt moéglich, dreidimensiona-
le Materialgesetze, die auf dem GREEN-LAGRANGESchen Verzerrungstensor (2.52) basieren, zu
verwenden. Im Hinblick auf die Anwendung wird unter Beriicksichtigung der vorgenannten Ein-
schréankungen, die in dieser Arbeit beziiglich des Materialgesetzes vereinbart wurden, ein linear
elastisches, orthotropes Material verwendet. Wenn der inneren Energie ein Potenzial zugrunde
liegt und Spannungsfreiheit im unverformten Zustand vorausgesetzt wird, lassen sich die PIOLA-
KIRCHHOFF-Spannungen (2.87) durch

S=C:E (2.143)
berechnen, worin
C=CIHM;, @ M; @ M, @ M; = C""G,; ® G; ® G @ G (2.144)

den Elastizitatstensor, einen Tensor vierter Stufe, darstellt. Die Elemente C* sind MaRzahlen
bezliglich des in Abschnitt 2.5.3 eingefiihrten Basissystems {M! = M;; i = 1,2,3} mit den
Basisvektoren M; nach (2.94), (2.98) und (2.91) des normierten orthogonalen Koordinatensystems
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(a) ein Gelege a = orthotrop  (b) zwei Gelege a in beliebigem (c) drei Gelege a im Winkel

Winkel o = orthotrop a = 60° = transversaliso-
trop
/Cl
|

(d) ein Gelege a, ein Gelege b im (e) zwei Gelege a in beliebigem (f) drei Gelege « in beliebigen
rechten Winkel = orthotrop Winkel «, ein Gelege b im Winkeln «, 3, v = monotrop
Winkel a/2 = orthotrop

Abbildung 2.9: Symmetrieeigenschaften des Materials als Folge verschiedener Anordnungen von

textilen Gelegen

mit den Koordinatenlinien (3Z (1 =1, 2, 3), das die Hauptrichtungen des Materialgesetzes angibt.
Dabei ist die erste Materialhauptrichtung, die, die in Richtung des Basisvektors M verlauft, der
gegeniiber dem Basisvektor G; um den Winkel w nach (2.92) um die Schalennormale gedreht ist,
vgl. Abb. 2.10. Analog zu (2.143) kdnnen die in (2.113) eingefuhrten Spannungen

SSZCZES

(2.145)

der Oberflache aus den in (2.74) eingeflhrten Verzerrungen der Oberflache berechnet werden. Der

Elastizitatstensor kann flr das lineare orthotrope Material wie folgt angegeben werden:

C = CMM,@M; ® M, ® M; + C2*2M, @ My ® M, @ M,
+C3B M3 @ M3 @ M3 @ M3 + CH2M; @ M; @ My ® M,
+O§1233M2 ® My ® M3 ® M3 + Cr?,gnMg ® M; ® M; ® M,
+C2UM,y @ My @ My @ M + C322My @ M3 @ My @ M,
+CHBM; @ M; @ M3 ® M3 + CHP2M; @ My @ M; @ M,
+CBP M,y @ M3y @ My @ M3 + C2PTM3 @ M @ M3 @ M,
+CAM, @ M, @ My @ My + C3225 My @ My @ My @ My
+CI8IM, @ M3 ® Ms @ M; 4+ C12'M,; @ My @ My @ M +
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FOB32M, @ My @ My @ M, + C33M,; @ M, @ M ® M,
+C22V, @ My © My @ My + C322M5 @ My, @ M3 @ M,
FOEM, @ My @ My @ M, (2.146)

Die MaRzahlen C#* des Materialtensors des orthotropen Materials werden aus materialspezifi-
schen Konstanten, den Elastizitdtsmoduli F;, F,, E3 der Materialhauptrichtungen, den Schubmo-
duli G = Ggl, G23 = G32, G31 = G13 und den QuerdEhnzahlen V12, V21, V23, V32, V31, /13, far
die

12 V12E2Efl , V39 = I/23E3E51 y V13 = V31E1E:;1 (2147)

angegeben werden kann, berechnet. Diese Konstanten werden z. B. mit Hilfe von Homogenisie-
rungsmodellen, vgl. [RICHTER 2005], erhalten. Flr ein exemplarisch ausgewahltes Gelege, be-
stehend aus 4 Lagen Einzelgelege mit der Bezeichnung NWM3-020-00, das wiederum jeweils
aus Multifilamentgarnen (Faserbiindeln) NEG-ARG620-01 im Abstand von 3, 6 mm in der ersten
Materialhauptrichtung und NEG-ARG310-01 im Abstand von 7,2 mm senkrecht zur ersten Ma-
terialhauptrichtung besteht, wurden diese Konstanten in Abschnitt 5.2 entsprechend den fiir den
linear elastischen Bereich entwickelten Regeln zur Homogenisierung angegeben. Die MaRzahlen
CiH |assen sich mit Hilfe der Konstanten wie folgt berechnen:

Crlnlll = (1 - V231/32) ElDil
0%222 = (]_ - V311/13) EQD_l
Cr?1333 == (1 - V211/12) EgDil

CH22 = (v1g + vsorys) B D™

C2233 = (g3 + vgyvi3) B3D ™

C3 = (v13 + vigwes) B3D ™!

0%212 = G2, 0%323 =Gy 0%131 =Gy (2.148)
0'=8"

Abbildung 2.10: Definition des lokalen Materialkoordinatensystems
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mit
D =1 — vigva1 — Vagl3p — V31113 — 2U01V13V37 . (2-149)

Um das Materialgesetz in der virtuellen inneren Arbeit verwenden zu kdnnen, ist es hilfreich, den
Tensor in das Basissystem G; zu transformieren, woraus sich die Mal3zahlen

CmnP — CIURM, - G™ M, - G" My, - G° M, - G? (2.150)

ergeben.

2.7 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Eine zu den Gleichgewichtsbedingungen an einem materiellen Koérper dquivalente Formulie-
rung ist das aus der Impulsbilanz herriihrende Prinzip der virtuellen \erschiebungen, vagl.
[ECKSTEIN 1999]. Darin wird verlangt, dass die Summe der virtuellen Arbeiten 61/ aller inne-
ren und duBeren Kraftgrélen eines im Gleichgewicht befindlichen materiellen Kérpers mit den
zugehorigen virtuellen Weggroien verschwindet, was in der schwachen Formulierung wie folgt
dargestellt wird:

5W=—/S:6EdV+/Fa~5udv+/ oFa-6oudA=0. (2.151)
B B S
In (2.151) ist
SW; = —6IL = — / S: dEdV (2.152)
B

die virtuelle Arbeit der inneren KraftgroRen, die fur elastisches Materialverhalten, das in dieser
Arbeit zu Grunde gelegt wird, als negative Variation der potenziellen Energie II; dargestellt wer-
den kann, vgl. [SCHULTZ 1996]. Darin sind JE die erste Variation des GREEN-LAGRANGESchen
Verzerrungstensors, die aus der Richtungsableitung des GREEN-LAGRANGESchen \Verzerrungs-
tensors nach den Verschiebungen u, vgl. (2.42) bzw. (2.44), in Richtung der virtuellen Verschie-
bungen ou berechnet werden kann, und S der in (2.87) bereits eingefiihrte PloLA-KIRCHHOFF-
Spannungstensor 2. Art. Des Weiteren ist in (2.151)

SWa + 6 Wa = —0TI, = / F,- 5udV+/ oF,-doudA (2.153)
B S

die virtuelle Arbeit der dulReren KraftgroRen, die fur konservative Lasten als negative Variation der
potenziellen Energie 11, der &uBeren konservativen Krafte dargestellt werden kann. Dabei sind

F,=F, (0!, 0% ©°) = Fle (2.154)

das im Schalenkérper definierte volumenbezogene duBere Lastvektorfeld, das zusammen mit dem
Vektorfeld du der virtuellen Verschiebungen die virtuelle Arbeit 51V, der &uReren Volumenlasten
bildet, und

OFa = OFa (@1, @2) = OFaZ e; (2155)

das in der Schalenreferenzflache definierte dufere Lastvektorfeld, das zusammen mit dem Vektor-
feld 6 qu der virtuellen Verschiebungen in der Referenzflache die virtuelle Arbeit 11, der dul3eren
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Oberflachenlasten bildet, s. Abb. 2.11. Die virtuellen Verschiebungen mussen zwar geometrisch
vertraglich und gentligend klein sein, sind aber ansonsten beliebig und von Null verschieden.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Darstellung von Skalaren, Vektoren und Matri-
zen, die mit dem duflReren Lastvektorfeld im Zusammenhang stehen, stets durch die nachgestellte
einfache untere Indizierung [J, mit dem Kennzeichen ,,a*, das fiir das Wort ,,auRere* steht, erfolgt.

Fur das Lastvektorfeld F, wird hier stellvertretend die volumenbezogene Gewichtskraft
FI" (61, ©2, ©3) des Schalenkérpers durch

F, (0!, 0% 0% =F7 (0', 6% 0%) = —pge; (2.156)

in Richtung e3 mit p als Dichte und ¢ als Normalfallbeschleunigung angegeben.

2.8 Virtuelle Arbeit der aufReren Krafte
2.8.1 Direktorkrafte

Die dreidimensionale Darstellung (2.42) des Verschiebungsfeldes u (6!, ©2, ©2) des Schalenkér-
pers ermdglicht eine an zahlreiche Problemstellungen angepasste Beschreibung der Lasteinleitung
in die Schale, indem das in (2.154) eingefiihrte dreidimensionale Lastvektorfeld F, (6!, 6% ©3)
verwendet wird, s. Abb. 2.11. Es kann auf diese Weise der Ort des Lastangriffs am Schalenkdor-

Flachenlast Volumenlast, Verlauf entlang

Dickenrichtung am Punkt P

Volumenlast
F}(©,6%0%

Abbildung 2.11: Beispiel fir ein Lastvektorfeld F, (0!, ©% ©3) = F2 (6!, ©% ©3) e3 und eine
Oberflachenlast (\F, (0!, ©2) = (F2 (0!, 62?) e3

per berticksichtigt werden. Diese Mdglichkeit ist fur den spateren Einsatz des Schalenmodells im
Zusammenhang mit Schadigung von Bedeutung. Insbesondere wird es dabei erforderlich werden,
Lasten in den Schalenkorper in der der Referenzflache gegenuiberliegenden Schalenoberfléche ein-
zutragen, wenn ndmlich dieser Schalenkdrper eine Schicht eines Mehrschichten-Schalenelementes
darstellt und an die genannte Oberflache die Referenzflache einer weiteren Schicht tiber mechani-
schen Kontakt mit der ersten in Verbindung steht.

Um zu einer fur eine Flachentragwerkstheorie charakteristischen Darstellung der Belastung,
die auf die Schalenreferenzflache bezogen ist, zu gelangen, werden zu den Verschiebungen
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u (0!, ©?) der Direktoren, vgl. (2.43), im Sinne des Arbeitsausdrucks (2.153) konjugierte auRere
KraftgréRen ;F, (©', ©2) eingefihrt, die im Folgenden fiir i > 0 als Direktorkréfte bezeichnet
werden. Mit deren Hilfe kdnnen verschiedene Typen des Lastvektorfeldes F, (©', ©%, ©2) hin-
sichtlich der Verteilung in Schalendickenrichtung approximiert werden. Dabei gilt, je mehr Direk-
toren verwendet werden, desto besser ist fiir ein beliebig gewéhltes Lastvektorfeld deren Appro-
ximation in Schalendickenrichtung. Der Verlauf eines Lastvektorfeldes in Schalendickenrichtung
bei Verwendung von nur einem Direktor z. B. muss durch Superposition von Vielfachen der beiden
Funktionen in Abb. 2.13 a) approximiert werden.

Dazu wird im ersten Integral in der virtuellen Arbeit (2.153) der dufl3eren KraftgroRen die Integra-
tion Uber die Schalendicke H vorweggenommen. Mit (2.25) kann die tatsachliche (physikalische)
Lange eines differentiellen Bogenelementes dS% entlang der ©3-Linie innerhalb des unverformten
Schalenkdrpers B durch

dS3 = /Gy dO? = dO? (2.157)

berechnet werden, wobei (G33 = 1, da mit (2.7) der Basisvektor in Richtung der Schalennormalen
im Schalenraum normiert wird, vgl. (2.28). Damit geht (2.153) mit dem differentiellen Volumen
(2.31) des Schalenkorpers und dem differentiellen Flachenelement (2.10) der Schalenreferenzfla-
che Uber in

W, = ///Fa-511,“/Zd@1d@2d@3
B

= // /Fa (0", 8%, 6°) - du (0!, 0% ©°) nde’dA, (2.158)
S
H

was durch Approximation mittels der noch zu bestimmenden Direktorkrafte und Oberflachenlasten
auch durch

5Wa://$lz:;(lFa (6, 8% -5,u (0", 8%)) dA (2.159)

geschrieben werden kodnnen soll. Setzt man in (2.158) die virtuellen Verschiebungen

u = (12(8%) du(0', 0%), (2.160)
=0
die analog zur Kinematik (2.42) gebildet werden, ein und nimmt die Integration Uber die Schalen-

dicke an jedem Punkt P in der Schalenreferenzflache vorweg, d. h., spaltet die Dickenintegrale
in (2.158) und (2.159) ab und fordert bereits fir diese die Gleichheit, entsteht die Formulierung

/Fa : (i (lQ (5111)) ,U,d@3 = i (lFa . (5111) ) (2161)

o 1=0 1=0
die schlieBlich zur Identifikation der Direktorkrafte ;F, (©', ©2) flhrt.

Um zu einer Ubersichtlichen Darstellung der Direktorkrafte zu gelangen, wird insbesondere wegen
der Summe Uber die Anzahl der Glieder des Reihenansatzes fir das Verschiebungsfeld auf die ma-
trizielle Schreibweise bei Verwendung des endlichen Reihenansatzes (2.44) Gibergegangen. Dazu
wird das Kraftvektorfeld

F, (0,0 0%=[F F2 B =[F 2 3] (2.162)

a e; a
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durch seine MaRzahlen, vgl. (2.154), beziglich der Basisvektoren des einbettenden kartesischen
Koordinatensystems als Matrix durch die vereinbarte Notation dargestellt. Des Weiteren werden
der Spaltenvektor der virtuellen Verschiebungen der Direktoren

du=[dou" §1u" dou’ dgu’ .. S’ ], (2.163)

der Spaltenvektor der Basisfunktionen (2.17)

T

Q=1[,0 10 .0 50 .. de:[l 0 (0% (0% .. (0% (2.164)
und der Spaltenvektor der Direktorkréfte
F,=[oF] (F] -F] sF] .. ,F1] (2.165)

eingeflhrt. In letzterem ist die erste Position mit der in der Approximation verwendeten Oberfla-
chenlast besetzt. Mit den eingeflihrten GroRzen lasst sich (2.161) wie folgt darstellen:

[T (@1 Fude? = o F, (2.166)

H

wobei 1 die 3 x 3-Einheitsmatrix ist, die hier im KRONECKER-Produkt zweier Matrizen verwendet
wird, vgl. [BRONSTEIN et al. 1999]. Die virtuellen Direktorverschiebungen du' sind nicht von
der Dickenkoordinate abh&ngig, lassen sich so aus dem Integral herausziehen und damit ganzlich
eliminieren. Es ergibt sich damit der Spaltenvektor der Direktorkréfte zu

F, = / Q®F, 1do? (2.167)
H

mit den Elementen

Fa (01, %) = / Q2 (0%) F, (01, 0%, 0%) 1 (0%) do°. (2.168)
H

2.8.2 Lasttypen — Haufig auftretende Belastungsfunktionen

Auf der Grundlage der Gleichung (2.167) zur Bestimmung des Spaltenvektors der Direktorkréaf-
te werden im folgenden Abschnitt typische Verteilungen von Lastfeldern tber die Schalendicke
behandelt. Um eine von der Geometrie der Schale weitestgehend unabhéngige Darstellung von
Belastungstypen zu erhalten, ist folgende Vereinfachung zu treffen. In (2.32) ist zu erkennen, dass
w (©?) = 1 ist, wenn die mittlere und die GAusssche Kriimmung der Schale sehr klein sind. Das
heift, wenn der kleinste Kriimmungsradius min (R(©', ©%)) innerhalb des Belastungsgebietes ge-
genliber dem Wertebereich von ©32 in (2.167), also der Schalendicke H, sehr grof ist, kann p bei
der Integration unberticksichtigt bleiben, was nachfolgend vorausgesetzt wird. Zudem mdgen die
energetisch konjugierten Direktorkréfte speziell fur drei Direktoren, also fiir eine Approximation
des Verschiebungsfeldes (2.47) bei Reihenabbruch nach dem vierten Glied (d = 3) angegeben
werden. Damit geht (2.167) fiir den Punkt (P (©', ©2) der unverformten Schalenreferenzflache
uber in den Spaltenvektor

Fi= | Q®F,.d6° (2.169)
a

H
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mit dessen Elementen

F: (6, 0%) = / 2 (6°) F, (0!, 02, 6%) do? . (2.170)
H

Lastkonzentration nahe der Referenzflache.
Fur die tber die Schalenhohe veranderliche volumenbezogene Last entlang der ©3-Linie sei

* P(k+1
F,(0',6%,0%) =F, = % (H — @3)kei = ]E[k-i-l )

in Richtung des Basisvektors e; des einbettenden kartesischen Koordinatensystems angenommen,
s. Abb. 2.12(a). Mit steigendem Exponenten k& konzentriert sich dabei die Intensitét der Belastung
zunehmend in der Referenzflache, wobei

(H-0%"e;, keN (2171)

cal o2y [P (@3>k 3 _ p*H
pP*(6',0%) = /—Hk 0’ =7 (2.172)
H

die GroRe der resultierenden Flachenlast der lber die Hohe verteilten volumenbezogenen Last und
p* (©',0?) der Wert der volumenbezogenen Last in Héhe der Referenzflache ist. Es betragt fiir

*

. p
H H
P*
P*
0 : 0
‘ p
(a) Lastverteilungsfunktion FY (b) Lastverteilungsfunktion FH
bei k =3 bei k=3

Abbildung 2.12: Lastverteilungen tber die Schalendicke im Punkt P der Schalenreferenzflache

diese Kraftverteilung der Vektor der zu den Verschiebungen der Direktoren konjugierten &ul3eren
Kréafte flr einen auf vier Funktionen beschrankten Vektor 2

1
F° — / Zk (H — 6%)" o | 2w e 2173
! (0%
ng (k 21;—*1 HP
_ | Fa ] + * |
|2 Fr | 2 ((k+2) (k+3))"" H2P* ®e;. (2.174)
sFa 6((k+2)(k+3)(k+4) " HP*

Bildet man den Grenzwert

lm F =[P 0 0 0] ®e (2.175)
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erhélt man den Vektor der Direktorkréfte, der zu einer in der Referenzflache wirkenden Flachenlast
oFa = P*e; gehort. Darin ist nur die Position fir die Oberflachenlast belegt, vgl. (2.165). Die
Direktorkréfte verschwinden in diesem Fall, da keine Approximation ber das Schalenvolumen
erforderlich wird. Fir k£ = 1 ergeben sich die Direktorkréfte

F% =[P lHP* lH?P* LH*P* ]T®ei (2.176)

fiir eine Dreieckslast mit dem Wert p* in der Referenzflache, was in Abb. 2.12(a) einem linearen
Verlauf der Lastverteilung tber die Schalendicke entspricht.

Lastkonzentration nahe der der Referenzflache gegentberliegenden Oberflache.
Fir die Gber die Schalenhohe veranderliche volumenbezogene Last entlang der ©3-Linie sei
Fa (@1’@27@3> :FaH — %(@3)kez — %
in Richtung des Basisvektors e; des einbettenden kartesischen Koordinatensystems angenommen,
s. Abb. 2.12(b). Mit steigendem Exponenten & konzentriert sich dabei die Last zunehmend in der
der Referenzflache gegentiberliegenden Schalenoberflache, wobei die GréRe der resultierenden
Flachenlast P* (©',©?%) der Uber die Héhe verteilten volumenbezogenen Last Gleichung (2.172)
entnommen werden kann und p* (©', ©?) der Wert der volumenbezogenen Last in Héhe der der
Referenzflache gegeniiberliegenden Schalenoberflache ist. Es betragt fur diese Kraftverteilung der
Vektor der zu den Verschiebungen der Direktoren konjugierten duf3eren Kréfte flr einen wieder
auf vier Funktionen beschrankten Vektor 2

(%) e;, keN (2.177)

1
. p* K @3
o / 1 (0" | (o | @eia®’ (2.178)
" (0%)°
oF; P
R | R+ (k+2) HPY |
T oFr | T | (k+1) (k+3) " H2Pr . (2.179)
sk (k+1)(k+4)"" H*P*
Bildet man den Grenzwert
lim F;f = [ P+ HP* H?P* HP* }T Qe;, (2.180)

k—o00

erhélt man den Vektor der Direktorkrafte, der zur Approximation einer in der der Referenzflache
gegenuberliegenden Schalenoberflache wirkenden Flachenlast P* gehort. Diese Last wird damit
durch eine in der Referenzflche eingetragene Oberflachenlast P* und Direktorkréften approxi-
miert, vgl. (2.165). Fur & = 1 ergeben sich die Direktorkrafte

E:Hd — [ P* %HP* Z%HQP* %HSP* }T®ei (2181)

fur eine Dreieckslast mit dem Wert p* in der der Referenzflache gegenuberliegenden Schalenober-
flache. Fur £ = 0 ergeben sich die Direktorkrafte E;*" nach (2.182).

Approximation einer konstanten Volumenlast.
Fur £ = 01in (2.171) bzw. (2.177) ergeben sich die Direktorkréfte

E;k:[P* %HP* %H2P* }LH?)P* ]T®eZ (2182)
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flr eine konstant tber die Dicke verteilte Volumenlast mit dem Wert p*. Wird zur Berechnung von
(2.182) p* = —pg gewahlt und wirkt die konstante Volumenlast F, (©3) = —pg e5 in Richtung e,
dann gibt

" T
F."=[ —-Hpg —5H°pg —5H’pg —31H'pg ] ®e; (2.183)

den Spaltenvektor der Direktorkréfte im Punkt P (0!, ©%) der Referenzflache fir die volumen-
bezogene Gewichtskraft F' des Schalenkorpers nach Gleichung (2.156) an.

2.8.3 Lasttypen — Vorgabe von Elementen des Spaltenvektors der Direktorkrafte

Auf der Grundlage der Gleichung (2.169) zur Bestimmung des Spaltenvektors der Direktorkrafte,
deren Verwendung die in Abschnitt 2.8.2 angefiihrten Bedingungen voraussetzt, wird im Folgen-
den der Verlauf der Belastungsfunktion tber die Dickenrichtung der Schale untersucht, der bei
\orgabe der Oberflachenlast bzw. einzelner Direktorkrafte (2.170) innerhalb des Spaltenvektors
der Direktorkréafte durch die in (2.159) eingeflihrte Approximation der Volumenlasten abgebildet
wird. Betrachtet wird dabei wiederum der Verlauf der Belastungsfunktion entlang der ©3-Linie im
Punkt P (©', ©) der unverformten Schalenreferenzflache. Das Lastvektorfeld

F. (0',6%6%) = F2 = (a3 (0%)" + 2 (67)" + 10" + a0 ) e (2.184)

fur die tber die Schalenhthe veranderliche volumenbezogene Last entlang der ©3-Linie wird zu-
néchst durch eine Funktion 3. Grades in Richtung des Basisvektors e; des einbettenden kartesi-
schen Koordinatensystems beschrieben, korrespondierend zur Approximation des Verschiebungs-
feldes (2.47) bei Reihenabbruch nach dem vierten Glied (d = 3). Es betrégt fir diese Kraftvertei-
lung der Vektor der zu den Verschiebungen der Direktoren konjugierten dulReren Kréafte flir einen
auf vier Funktionen beschrankten Vektor 2

1
A = / <a3 (@3)3 + as (63)2 + a0+ ao) @33 2 | ®e; dO?
(©°)
" (6%)°
oF; }lCLgHZL + %agH?’ + %alHQ +apH
_ \F _ tasH® + tasH* + a1 H? + SaoH? oo (2.185)

o F; tasH® + fas H® + tai H* + a0 H? v '

3F: TasH™ + 2asHS + Ltay H + fao H*

Stellt man die durch das Lastvektorfeld (2.184) eingeflihrten Parameter in Abhangigkeit der Mal-
zahlen der Elemente

ZF* = ngei (2186)

a

des Spaltenvektors der duBeren Kréafte dar, entsteht ein Gleichungssystem

az = —140H " (=12H* F} + 30H oF; + H®? oF; — 203F})

60H ° (108H o F} — 45H* 1 F} + 4H® o F} — T03F})

a —60H " (45H o F} — 20H? | F} + 2H® o F — 28 3F})

ap = 4H*(4H?F] — 30H? |F} + 60H »F} — 355F}) (2.187)

a2
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zur Bestimmung des Funktionsverlaufes der Belastung (2.184) in Abhangigkeit der MaRzahlen ; F!
der Direktorkréfte. Im Weiteren werden die zu den einzelnen Direktorkréaften bzw. zu Kombinatio-
nen aus ihnen gehorenden Belastungsfunktionen exemplarisch an einem Schalenkdrper der Dicke
H = 1 ermittelt. Die GroRRe der jeweiligen resultierenden Flachenlast der Gber die Hohe entlang
der ©3-Linie verteilten volumenbezogenen Last F4 im Bereich des Schalenkdrpers wird durch

H
. / (05 (6%)° + 2 (8%) + 1O + ay ) d©° (2.188)
0

berechnet. Zudem wird jeweils die GroRe eines fiktiven Momentes

H

H
M = / (a3 (0%)" + a2 (6%)" + 010" + o) (@3 = 5) e’ (2.189)
0
mit dem Hebelarm ©3 — H /2 berechnet, das fur den Fall
F2-A3;=0 bzw. F2-G3=0 (2.190)

den physikalischen Wert einer Biegemomentenbelastung fiir die Schale darstellt. In diesen und
in allen anderen Fallen gibt A7* zudem den Abstand der Resultierenden P* auf der ©3-Linie zur
Stelle ©3 = H/2 an, wenn (F; = e;.

Referenzflachenlast.

Es wird der Lastvektor so vorgegeben, dass das Lastvektorfeld einer Kraft konjugiert zur \er-
schiebung des 0. Direktors bzw. Referenzflachen-Ortsvektors in Richtung e; entspricht. Das heil3t,
im Spaltenvektor der Direktorkréfte (2.165) wird zur Approximation einer Volumenlast nur die
Position der Oberflachenlast in der Referenzflache belegt:

F'=[oF; F; ,F; sF:]'=[100 0] ®e. (2.191)
Der kubische Funktionsverlauf (2.184) der Last ergibt sich fir diese Konstellation zu:
F. (0%) = Fy = (~140 (6%)" + 240 (0%)" - 12007 116 ) ; (2.192)

dargestellt in Abb. 2.13 ¢) 1. Bild mit P* = 1 nach (2.188) und M* = —0, 5 nach (2.189). Die-
ser Wert flr M™* zeigt, dass sich die Resultierende P* bei der erhaltenen Lastverteilung lber die
Dickenrichtung in der Referenzflache befindet. Diese Approximation einer Volumenlast soll des-
halb Referenzflachenlast genannt werden. In den Abb. 2.13 a) und b) jeweils 1. Bild ist der lineare
und quadratische Funktionsverlauf der Last abgebildet, der sich bei Belastung des 0. Direktors
fur ein durch eine lineare bzw. quadratische Funktion beschriebenes Lastvektorfeld, korrespon-
dierend zur Approximation des Verschiebungsfeldes (2.44) bei Reihenabbruch nach dem zweiten
bzw. dritten Glied (d = 1 bzw. d = 2) ergibt, wobei P* und M* dabei die Werte wie im Fall ¢)
haben.

Kubische Lastverteilung.

Will man das Oszillieren der Lastfunktion (2.192) entlang der ©3-Linie vermeiden, kann man den
Funktionsverlauf (2.171) nutzen und nicht wie in (2.175) fiir & — oo wahlen, sondern durch k£ = 3
einen kubischen Funktionsverlauf finden. Damit ergibt sich fiir den Lastvektor

FC=[F; F; oF; sF; ] =[1 0,2 0,066666 0,028571 " ®e; (2.193)
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Referenz- Momenten- hohere
flachenlasten bzw. Direktorkrafte
Quetschlasten
P*=1 P*=0 P*=0
M* =05 M* =1 M*=0
0. Direktor 1. Direktor 2. Direktor 3. Direktor
1 1
a)
lineare
Lastver- 0.5 0.5
teilung
20 4 6 0 6
b)
quadra-
tische 0.5
Lastver-
teilung ™~
20 9 -36 015 -15 0 30
AN 1 1 L~ \1 1 _—
c) < > <
kubische 0.5 0.5 0.5
Lastver- > < >
teilung
-4 0 16 -120 0 60 -180 0 240 -140 0 140

Abbildung 2.13: Approximation von Volumenlasten (Lastverteilungsfunktionen entlang der Scha-
lendicke): Lastvektorfelder bei eingetragenen zur Verschiebung einzelner Direk-
toren konjugierten Krafte bei insg. a) 1 Direktor; b) 2 Direktoren; c) 3 Direktoren

und fiir den kubischen Funktionsverlauf
F. (0%) = FS = (~4 (6%)" +12 (67" ~ 12 6"+ 4) ey, (2.194)

dargestellt in Abb. 2.14 mit P* = 1 nach (2.188) und M* = —0, 3 nach (2.189). Damit wird jedoch
deutlich, dass der Versatz des Schwerpunktes gegentiber der Mitte des Schalenkorpers des durch
diese auBere Last eingetragenen Spannungsfeldes entlang der ©3-Linie von dem der Referenzfla-
chenlast abweicht.

Momenten- bzw. Quetschlast.
Es wird der Lastvektor so vorgegeben, dass das Lastvektorfeld einer Kraft konjugiert zur Verschie-
bung des 1. Direktors in Richtung e; entspricht:

F'= [ F; (F; ,F; sF;]"=[0 10 0] ®e,. (2.195)
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0.5

0 4
Abbildung 2.14: Lastvektorfeld fiir ausgewahlte Lastkonstellation bei insg. 3 Direktoren
Der kubische Funktionsverlauf (2.184) der Last ergibt sich fiir diese Konstellation zu:
F, (0% =F, = (1680 (©%)° = 2700 (6%)% — 1200 ©% — 120) e, (2.196)

dargestellt in Abb. 2.13 c¢) 2. Bild mit P* = 0 nach (2.188) und M* = 1 nach (2.189). In den
Abb. 2.13 a) und b) jeweils 2. Bild ist der lineare und quadratische Funktionsverlauf der Last
abgebildet, der sich bei Belastung des 1. Direktors flr ein durch eine lineare bzw. quadratische
Funktion beschriebenes Lastvektorfeld, korrespondierend zur Approximation des Verschiebungs-
feldes (2.44) bei Reihenabbruch nach dem zweiten bzw. dritten Glied (d = 1 bzw. d = 2) ergibt,
wobei P* und M* dabei die Werte wie im Fall c) haben.

Hohere Direktorkrafte.
Es wird der Lastvektor so vorgegeben, dass das Lastvektorfeld einer Kraft konjugiert zur Verschie-
bung des 2. Direktors in die Richtung e; entspricht:

F2=[F; F; ,F; sF:]'=[00 1 0] e, (2.197)
Der kubische Funktionsverlauf (2.184) der Last ergibt sich fiir diese Konstellation zu:
F. (0%) = F2 = (—4200 (6%)" + 6480 (6%)" ~ 2700 ©7 + 240 ) ; (2.198)

dargestellt in Abb. 2.13 ¢) 3. Bild mit P* = 0 nach (2.188) und M* = 0 nach (2.189). In
Abb. 2.13 b) 3. Bild ist der quadratische Funktionsverlauf der Last abgebildet, der sich bei Be-
lastung des 2. Direktors fiir ein durch eine quadratische Funktion beschriebenes Lastvektorfeld,
korrespondierend zur Approximation des Verschiebungsfeldes (2.44) bei Reihenabbruch nach dem
dritten Glied (d = 2) ergibt, wobei P* und M* dabei die Werte wie im Fall der Abb. 2.13 c¢) haben.

Es wird der Lastvektor so vorgegeben, dass das Lastvektorfeld einer Kraft konjugiert zur Verschie-
bung des 3. Direktors in Richtung e; entspricht:

FP = [ oF; F; .F; sF:]'=[00 0 1] e, (2.199)
Der kubische Funktionsverlauf (2.184) der Last ergibt sich fiir diese Konstellation zu:
F, (0°) = F3 = (2800 (%) — 4200 (6%)® + 1680 ©° — 140) e, (2.200)

dargestellt in Abb. 2.13 c¢) 4. Bild mit P* = 0 nach (2.188) und M* = 0 nach (2.189).

Oberflachenlast, der Referenzflache gegentberliegend.
Nutzt man den Funktionsverlauf (2.177) und wahlt in (2.180) £ — oo, erhalt man den Lastvektor
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0.5

-4 0 16

Abbildung 2.15: Lastvektorfeld bei Superposition aller zur Verschiebung einzelner Direktoren
konjugierten Kréfte bei insg. 3 Direktoren

so, dass das Lastvektorfeld annéhernd einer Last, die an der der Referenzflache gegeniiberliegen-
den Oberfl&che der Schale eingetragen wird, entspricht:

FN—[F; (F: oF; sF;]'=[1 11 1] oe. (2.201)
Der kubische Funktionsverlauf (2.184) der Last ergibt sich fiir diese Konstellation zu:
F. (0%) = F = (140 (6%)" - 180 (0%)" +60 0" — 4] e; (2.202)

dargestellt in Abb. 2.15 mit P* = 1 nach (2.188) und M* = 0, 5 nach (2.189).

Ergéanzende Erlauterung zu Abb. 2.13.

In Abb. 2.13 sind neben den u. a. vier vorgestellten Funktionsverldufen der Abb. 2.13 c) die Verl&u-
fe der Belastungsfunktionen tber die Dickenrichtung der Schale dargestellt, die zu den einzelnen
Direktorkraften (2.170) gehoren, wenn das Lastvektorfeld F, (©2) fiir die Gber die Schalenhéhe
veranderliche volumenbezogene Last entlang der ©3-Linie durch eine Funktion 2. Grades, vgl.
Abb. 2.13 b), bzw. 1. Grades, vgl. Abb. 2.13 a), in Richtung des Basisvektors e; beschrieben
wird. Dieser quadratische bzw. lineare Verlauf der Belastungsfunktion korrespondiert jeweils zur
Approximation des Verschiebungsfeldes (2.45) bei Reihenabbruch nach dem dritten bzw. zwei-
ten Glied (d = 2 bzw. d = 1), d. h. bei Verwendung von zwei Direktoren oder einem Direktor.
Ohne zumindest einen Direktor kann keine Verteilung von Belastungsfunktionen uber die Scha-
lendicke dargestellt werden. Die Funktionsverlaufe ergeben sich jeweils aus der Belastung eines
einzelnen Direktors mit der GroRie 1. Fir alle Belastungsfunktionen der Abb. 2.13 a) bis c), die
zu den jeweils 0. Direktoren gehdren, gilt P* = 1 und M* = —0, 5. Das heil3t, dass der Versatz
der Schwerpunkte gegenuber der Mitte des Schalenk6rpers der durch diese dullere Lasten, mit je-
weils der resultierenden Kraft der GroRe 1, eingetragenen Spannungsfelder entlang der ©3-Linie
jeweils die halbe Schalendicke in Richtung der Schalenreferenzflache betrégt, dass also die Re-
sultierenden dieser Lasten alle in der Schalenreferenzflache angreifen und damit eine Momenten-
bzw. Quetschwirkung verbunden ist. Fur alle Belastungsfunktionen der Abb. 2.13 a) bis c), die zu
den jeweils 1. Direktoren gehoren, gilt P* = 0 und M* = 1. Das heilit, dass die Resultierenden
dieser Lasten verschwinden und ein resultierendes Moment der Grél3e 1 eingetragen wird bzw.
damit eine Quetschwirkung verbunden ist. Fir alle Belastungsfunktionen der Abb. 2.13 b) und c),
die zu den jeweils hoheren Direktoren gehdren, gilt P* = 0 und M* = 0. Das heil’t, dass mit
dem Eintragen dieser Belastungsfunktionen (ab 2. Direktor) weder eine resultierende Kraft- noch
Momentenwirkung auf die Schale verbunden, die Belastungswirkung also sehr lokal ist.
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2.9 Methode der finiten Elemente
2.9.1 Linearisierung

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (2.151) liefert bei Verwendung der hier eingeflhrten
nichtlinearen Verzerrungsmafe eine nichtlineare Funktion im Verschiebungsfeld u. Losungen fiir
u konnen durch iterative Losungsverfahren erhalten werden. Das dabei am h&ufigsten verwendete
Losungsverfahren ist das NEwWTON-RAPHSON-Verfahren. Daflr werden an einzelnen Punkten P
im Schalenkorper die virtuellen Arbeiten fir einen bekannten Verschiebungsvektor u = u* zu-
néchst in TAYLOR-Reihen entwickelt, die jeweils nach dem ersten Glied, s. zweiter Summand in
(2.203), abgebrochenen werden, vgl. [ECKSTEIN 1999], und das Funktional wird an dieser Stelle
ausgewertet. Das heif3t, es wird eine Linearisierung des nichtlinearen Funktionals an der Stelle u*
vorgenommen. Diese ermdglicht durch das Lésen einer linearen Gleichung die Ermittlung eines
Verschiebungsvektors Au in P. Das Funktional kann nun an der Stelle u = u* + Au erneut aus-
gewertet werden. Das wird so lange wiederholt, bis der zweite Summand in (2.203) verschwindet.
Zudem wird die aullere Last beim NEWTON-RAPHSON-Verfahren in mehrere sogenannte Last-
schritte unterteilt, fur die jeweils eine Losung des Funktionals gefunden werden muss. Werden fiir
einen beliebigen Punkt P bzw. (P der Schale die virtuelle innere Arbeit durch dwj, vgl. (2.152),
und die virtuelle duBere Arbeit durch dw,, vgl. (2.153), bezeichnet, stellt sich die Linearisierung
von (2.151), die sogenannte GATEAUX-Ableitung, wie folgt dar:

8 (5wi)

owj + ou

Au+ dw, = 0. (2.203)

u*

Die Linearisierung der Anteile aus virtueller duf3erer Arbeit wird nicht durchgefihrt. Es werden
damit nur sogenannte richtungstreue bzw. konservative Lasten berticksichtigt. Die virtuelle innere
Arbeit

owj=—-S: —-du (2.204)

an einem Punkt der Schale kann analog (2.152) durch die erste Variation deren Potenzials berech-
net werden. Aus (2.203) entsteht dann

S:a—E-(Su—i—2 S:a—E~(5u cAu—F,-60u=0, (2.205)
ou ou ou

was unter Beachtung der Produktregel zu

2
OF <(6_S.8_E g, O°F

S:a_u"” 8u'(‘9u—|r " Oudu

) . 5u) -Au—F,-0u=0 (2.206)
wird. Werden die virtuellen Verschiebungen du aus allen Termen ausgeklammert und wird an-
schlielend Uiber das Volumen des Schalenkodrpers und die Oberflache integriert, entsteht eine inte-
grale Aussage des Kréftegleichgewichtes:

2
/S : a—EOZV+/ 5 ; 9B +S: oL dV-Au—/ FadV—/ oFadA=0. (2.207)
g Ou g \odu OJu Judu B S
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2.9.2 Diskretisierung

Geschlossene analytische Losungen fir (2.207) sind nur fur einfachste Problemstellungen zu er-
halten. Um dieses Kraftegleichgewicht einer Naherungslésung zuftihren zu kénnen, wird, wie oben
angesprochen, auf numerische Verfahren zuriickgegriffen, fiir die es erforderlich ist, das \Verschie-
bungsfeld (2.44) in der Schalenreferenzflache S zu diskretisieren. Dies geschieht analog der Dis-
kretisierung der Geometrie der Schalenreferenzflache S, woraus im Folgenden sogenannte isopara-
metrische finite Elemente hervorgehen. Das zu betrachtende Gebiet wird dazu in einfach berandete
Untergebiete unterteilt, die als finite Elemente bezeichnet werden.

Diskretisierung der Geometrie.

Der Grundgedanke fir die Formulierung von isoparametrischen finiten Schalenelementen ist es,
alle Element-Verschiebungen, in diesem Fall die Verschiebungen ;u der Direktoren, in einem be-
liebigen Punkt ( P der Schalenreferenzflache durch Element-Knotenpunktverschiebungen bei Ver-
wendung von Interpolationsfunktionen, die auch fur die Interpolation der Geometrie, also fir die
Direktoren ;X, vgl. (2.18), verwendet werden, auszudriicken. Dazu wird ein finites Element mit

Abbildung 2.16: Geometrie des finiten Elementes

e = 9 Knoten eingefiihrt, s. Abb. 2.16. Die Element-Knotenpunkte {P(©', ©%) mite = 1,2,..,9
erhalten die Koordinaten

oP(1,051,0); §P(=1,0;1,0); {P(=1,0;-1,0); §P(1,0;-1,0);
0P(0,051,0); §P(=1,0;0,0); ¢P(0,05—-1,0);  §P(1,0;50,0);
0P(0,0;0,0) . (2.208)

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Darstellung von Knotenpunkten des finiten
Elementes sowie von mit ihnen korrespondierenden skalaren GrolRen oder Matrizen, d. h. von Ter-
men, die einen mit der Nummerierung der Knotenpunkte korrespondierenden Index tragen, stets
durch die vorangestellte einfache obere Indizierung ] mit einer nattrlichen Zahl e € N erfolgt.

Fir diese zweidimensionale Interpolation werden in [BATHE 1990] die LAGRANGE-Polynome
°n (0©Y,0?%) mite = 1,2,..,9 als Interpolationsfunktionen angegeben, die wie folgt gebildet
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werden:

1, _ 1 _15 1 Lo, o o _l5 lg Ly,

n—h2h2h+4h, n—h2h2h+4h,

3, _ 3_16 1, 1 4_4_17 Lg 1

n—h2h2h+4h, n—h2h2h+4h,

5n — 5h_%9h, GTL:Gh %9h,

7n — 7h_%9h' 871—8]1—%9]1;

‘m = °h, (2.209)
mit

o= (140)(146Y) ;=1 (1-0) (1+67);

3 — i(l—@l)(l—@Q); 4h:i(1+@1)(1—@2),

o= (1@ 0ren) s =g (1-©Y)) 1-e);

1 1

o= 5 (1-0)) (-9 th=5(1-(0)) 1+ e ;

o= (1-(0Y)") (1- (7). (2.210)
Die Ableitungen

e _ a e . e . 82 e

Na= Py n, nNag = W n (2211)

der Formfunktionen nach den Koordinatenlinien ©“ werden durch Ableitung der Funktionen
(2.210) gebildet. An den Element-Knotenpunkten sind im Allgemeinen neben der Schalendicke
die Koordinaten der Schalenreferenzflache eines finiten Elementes bekannt, d. h., dass die Orts-
vektoren

SX — eXi e; (2212)

zu den Punkten § P in S gegeben sind, die analog (2.4) dargestellt werden. Mit Hilfe der eingefiihr-
ten Formfunktionen (2.209) wird die Interpolation des Ortsvektors (2.4),

X = X' (6',07) n (0',0%) °X'e, (2.213)

M@

e=1
zu einem beliebigen Punkt P in S vorgenommen.

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die im Rahmen der tensoriellen Notation eingefuhr-
te EINSTEINsche Summationskonvention, nach der ein Term Uber ¢ von 1 bis 3 zu summieren
ist, wenn GréRen mit gegenstandigen Indizierungen mit gleichem Buchstaben diesen Term durch
ein Produkt bilden, nach wie vor Anwendung findet und diese Summe weiterhin nicht durch ein
Summenzeichen dargestellt wird.
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In gleicher Weise wie der Ortsvektor wird die innerhalb des differentiellen Schalenelementes
leicht verénderliche Schalendicke zwischen den Werten der Schalendicke ¢H an den Element-
Knotenpunkten interpoliert:

9
H(0'.,0%) =) “n(0'0%) H (2.214)

e=1

Mit (2.211) und (2.213) stehen die Grundlagen zur Berechnung der Basisvektoren

9 9
- Z e Agp= Z “Nap ‘X' e (2.215)

e=1

der Referenzflache nach (2.6) und deren Ableitungen zur Berechnung der Krimmungen (2.12) zur
Verfugung.

Der normierte Normalenvektor im Punkt P in S wird aus (2.7) erhalten. Dieser ist tiber die Ele-
mentgrenzen hinweg unstetig. Damit kénnen alle im Abschnitt 2.2 angegebenen Geometriegréfien
flr den unverformten Zustand des Schalenkorpers berechnet werden.

Diskretisierung der Kinematik.

Analog (2.213) werden die Verschiebungsvektoren ;u jeweils des [-ten Direktors, vgl. (2.43), in
einem beliebigen Punkt o P der Schalenreferenzflache durch Element-Knotenpunktverschiebungs-
vektoren

‘u= fu; e (2.216)

der Direktoren bei Verwendung der selben Interpolationsfunktionen (2.209), wie sie flr die Geo-
metrie verwendet wurden, interpoliert:

= (0',60?) ¢ “n (01,07 fu; e . (2.217)

M@

e=1

Dabei sind die in (2.216) im Zuge der Finite-Element-Diskretisierung eingeflihrten Freiwerte fu;
(1=1,2,3,1=0,.,d; e =1,..,9) die Knotenverschiebungen jeweils des i-ten Direktors {X des
Knotens e in Richtung des Basisvektors e’ des einbettenden kartesischen Koordinatensystems,
vgl. Abschnitt 2.2. Zur Berechnung der VerzerrungsmaRe (2.62) bis (2.64) mit den Teilverzer-
rungsmalfien (2.65) bis (2.73) bzw. der Verzerrungsmalie (2.78) bis (2.80) der Oberflache wird die
Interpolation der Ableitungen der Verschiebungsvektoren jeweils des [-ten Direktors

Mo =Y “ng fu; e (2.218)

mit (2.211) berechnet. Damit kénnen alle im Abschnitt 2.3 angegebenen kinematischen GroRen
und die im Abschnitt 2.4 angegebenen Verzerrungsmafie berechnet werden.

Diskretisierung der Verzerrungen und deren Ableitungen.
Die im Abschnitt 2.4 angegebenen Teilverzerrungsmafe (2.65) bis (2.73) der Verzerrungsmalle
E;., (2.62) bis (2.64), fur jeden Punkt P des Schalenkdrpers ergeben sich mit der Diskretisierung
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der Verschiebungen (2.217) der Direktoren und deren Ableitungen (2.218) zu
9 . .
ap = Mo -Agt+ g Ay = (“na B4+ ng B) fu (2.219)
e=1
9 .
bag = Ay - (Bézu,a + B)ug) = Zﬁi (Bé “ne + B)ng) fu (2.220)
e=1
9 9
kiCap = kUq " U= Z (Z "N B €n7g> T (2.221)
= r=1
9
oy = Mo -Az= Y “nofBiiu (2.222)
=1
9
a3 = m-Ag= > ‘nfiu (2.223)
e=1
9
fas = BaAy-u= Z B)n B fu; (2.224)
e=1
9 9
kiJa3 = kUgq - U= Z "N o Ui en) LU (2.225)
e=1 r=1
9
thss = 2u-A3 =2 “nfifu (2.226)
e=1
9
kilzs = pU- U= Z ( "n ju; en) Tu; (2.227)
e=1 r=1
Darin wurden die Transformationskoeffizienten
Bi=e' A, (2.228)

verwendet. Fur die Diskretisierung des Kréftegleichgewichtes (2.207) werden die ersten Ableitun-

gen dE;, /07 u,

mU] mUj mU;

1=0
8E3 ]_ d 8d3 163 lf3
2 = 2 = 205 -0 205 +
(fﬂiluj QZZ: 8,fnu]l mujl ? mujl .
0 k19a
n < klGa3 le973)>
k=0
O0FEs; 1< hs3 O kils3
- = Q + 3,03
8%1@ 212; i Z amu]kz 31

aEa/g 1 d l&ag 3 8 bag 8klca5
= = Q-0 Q + 0,0
o 22( 00 20, z Jugcan,

(2.229)

(2.230)

(2.231)
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der VerzerrungsmaRe (2.62) bis (2.64) nach allen Freiwerten Y u; (j = 1,2,3; m = 0,..,d;
f =1,..,9) mit den Ableitungen der diskretisierten Teilverzerrungsmalie (2.219) bis (2.227), die
sich zu

g ena ’L+ en ; m5651‘5
o, ;( a Byt “ng ) md 50
= Lo(Ing B+ Tng B) (2.232)
b ,
alf af _ in(;ﬁg\ (Bg\ fn’a + Bé f’n”g) (2233)
a c 9 9 9 9
Mled = % (Z "M g U en,ﬁ> IITESY <Z rnva;ma;‘.aenﬂ) Fu;
d i, e=1 \r=1 e=1 \r=1
9
= Z (ind Ing “ng RIS o Inang leuj) (2.234)
e=1
alda?) 1 j
= L67Tn,pB] 2.235
8;;1%]‘ m ) 63 ( )
af‘)‘?’ = l§inp (2.236)
alff“?’ = 5B n gl (2.237)
019 i
klYa3 l f. e e ksf e, €
= m0 Tnng pu; + 507N, n 2.238
ot ; ( o kU o n fuy) ( )
a;h33 = 2L5in 3l (2.239)
8 i :
klt33 ! f.oe e ksf.,, e e
— = m0Inn fu; + 507N ‘nju; 2.240
ot~ 2 s ;) (2.240)

ergeben, berechnet. Mit Hilfe des KRONECKER-Delta

Lo [0 fur 1#£m

kann die Ableitung

8 leui
8fnuj

= 105050 (2.242)

dargestellt werden, die nur dann nicht verschwindet, wenn es sich bei {u; und / u; um die selben
Freiwerte handelt. Des Weiteren werden aus den ersten Ableitungen der Verzerrungsmale (2.229)
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bis (2.231) die zweiten Ableitungen 62 Ej,/ (97,u; 0 5u,),

aQEag 1 d d 82 kiCaf

e 7 0.0 2.243

afnujagup 2;;0 8ﬁluj8;upk : ( )
azEB(x 1 d d 82 kl9a3

e - MIe3 0,0 2.244

anujagup 2;; 8£1uj8;§upk e ( )
*FE 1 & 02 i

af w 8335u - 5 af uklagju kQ73 lQ,3 (2245)
mtj & ptp 1=0 k=0 mEyY ntp

der Verzerrungsmalie (2.62) bis (2.64) nach allen Freiwerten Ju, (p =1,2,3; n =0,..,d; s =
1,..,9) mit den zweiten Ableitungen der diskretisierten Teilverzerrungsmale (2.219) bis (2.227),
die sich zu

9

0% kiCap I ‘ ‘
_ Y kiCap 5fn ena65k635+ k5 fnaen eal&]é
= 0560 ns nat 5,000 nang) (2.246)
2
fa kl9a3 _ ;6(25 LS n ng + 5515 fn,asn) (2.247)
Omu; 0 Su,
2 .
0 ki3s3 _ ;5“715 Tnsn ks + k6 nn 25) (2.248)

A, 0 su,

ergeben, berechnet.

Diskretisierung der Spannungen und deren Ableitungen.
Zur Berechnung der diskretisierten Spannungsmalizahlen

Skl — ¢kl (2.249)

des P1OLA-KIRCHHOFF-Spannungstensors 2. Art (2.87) fir jeden Punkt P des Schalenkérpers
werden in (2.143) die Verzerrungsmalie (2.62) bis (2.64) mit den diskretisierten Teilverzerrungs-
malen (2.219) bis (2.227) eingesetzt. Analog werden zur Berechnung der diskretisierten Span-
nungsmalizahlen

" = o, (2.250)

des PioLA-KIRCHHOFF-Spannungstensors 2. Art (2.89) der Oberflache fir jeden Punkt P der
Schalenreferenzflache in (2.143) die Verzerrungsmale (2.75) bis (2.77) der Oberflache mit den
diskretisierten Teilverzerrungsmalien (2.219) bis (2.227) eingesetzt. Die zur Lésung von (2.207)
benotigten Ableitungen von (2.249) kénnen wegen des in Abschnitt 2.6 eingefihrten linearen Ma-
terialverhaltens direkt durch

oSH oF;

= i 2.251
afnuj (9 %uj ( )

aus den abgeleiteten diskretisierten Verzerrungsmalien (2.229) bis (2.231) mit den abgeleiteten
Teilverzerrungsmalien (2.232) bis (2.240) berechnet werden.



60 2 Einschichten-Schalentheorie

Diskretisierung der Oberflachenlasten und der Direktorkréfte.

Alle duReren Belastungen auf den Schalenkorper werden durch die Oberflachenlasten (2.155)
und die eingefiihrten Direktorkrafte (2.168) ausgedriickt. Jede einzelne Direktorkraft stellt, so-
fern sie nicht nur direkt an einem Element-Knotenpunkt gegeben ist, eine Lastverteilung beziig-
lich der Schalenreferenzflache dar. Punktlasten, die nicht an einem Element-Knotenpunkt gege-
ben sind, oder Linienlasten werden durch eine entsprechende Flachenlast zwischen den Element-
Knotenpunkten approximiert. Analog der Interpolaton (2.213) der Direktoren bzw. der Verschie-
bungen der Direktoren nach Gleichung (2.217) werden die duReren Lasten in Form der Oberfla-
chenlasten (F,, vgl. (2.155), und der Direktorkréfte ;F, jeweils des [-ten Direktors, vgl. (2.168), in
einem beliebigen Punkt o P der Schalenreferenzflache durch Element-Knotenpunkt-Direktorkréfte

‘F,= Fle; (2.252)

der Direktoren, bei Verwendung der selben Interpolationsfunktionen (2.209) wie sie flr die Geo-
metrie und die Kinematik verwendet wurden, zwischen den Element-Knotenpunkten interpoliert:

9
Fa=F, (0,0%) e;=> “n(0',0%) [Fe;. (2.253)

e=1

Dabei sind die in (2.252) im Zuge der Finite-Element-Diskretisierung eingefihrten Knotenpunkt-
Direktorkrafte ¢F (i = 1,2,3;1 = 0,..,d; e = 1,..,9) die duBere Belastung jeweils des (-
ten Direktors X des Knotens e in Richtung des Basisvektors e; des einbettenden kartesischen
Koordinatensystems, vgl. Abschnitt 2.2.

Analog zu den Untersuchungen im Abschnitt 2.8.2 und 2.8.3, in denen der Frage nach der Vertei-
lung duBerer Lasten in Dickenrichtung der Schale ausfiihrlich nachgegangen wurde, soll im nach-
folgenden Abschnitt die Verteilung dulRerer Lasten Uber die Schalenreferenzflache, die durch die
vorgenommene Diskretisierung (2.253) in eine Verteilung auf die Elementknoten tibergeht, n&her
untersucht werden. Ausgehend von der virtuellen duRBeren Arbeit (2.159), worin

©

su(0,0%)=> n (0,6 iy e (2.254)

e=1

ersetzt wird, wird eine energiedquivalente Formulierung dieser Arbeit aus den Knotenpunki-
Direktorkréften gesucht:

e=1

W, — //Z <lFa (0%, 0%)-3" n(e',e?) s ei> dA
S =0
00 9

= > iFadfuel. (2.255)

Nimmt man die Integration tber die Elementflache den Summationen tber die Anzahl der Direk-
toren und die Anzahl der Knoten vorweg, kann formuliert werden:

F, = / / F, (0!, 0%) “n (61,07) dA, (2.256)
S
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womit die Knotenpunkt-Direktorkrafte identifiziert sind. Zusammen mit (2.168) entsteht fiir die
Knotenpunkt-Direktorkrafte eine Verkniipfung mit dem Kraftvektorfeld F, (©', ©% ©3) der du-
Reren Lasten:

°F, = / / / 1 (6%) Fy (01, 02, 07) 1 (6%) d® “n (6',07) dA (2.257)

bzw.

h= iR ] / Q(67) F2 (01, 0%, ) 1 (67) doF n (01,67) dA  (2.258)

fiir die einzelnen Komponenten der Knotenpunkt-Direktorkrafte in Richtung e;.

Es soll eine Uber die Elementflache konstante Direktorkraft
iFa (01, ©7) = [F™ =g, (2.259)

untersucht werden. Fur [ = 0 z. B. entspricht das einer uber die Referenzflache des Schalenkor-
pers unveranderlichen Flachenlast. Die Knotenpunkt-Direktorkréfte ergeben sich mit (2.256) fiir
(2.259) allgemein zu

1 1
eplonst / / °n (0',0%) VA dO' de? e . (2.260)

-1 -1

Fur eine Elementflache der GroRe 1, die man mit den Elementknotenpunkten (2.208) z. B. erhélt,
wenn fur ein quadratisches ebenes Element die Koordinaten

@ 1 .
X« e%0) = % +5  mit 0< X*<1 (2.261)

in (2.4) an den Elementrandern vorgegeben werden, ergibt sich mit (2.6), (2.9) und (2.10)

1 1
Ao =3ea, VA = 1 (2.262)

Daraus erhalt man mit den Formfunktionen (2.209) die Knotenpunkt-Direktorkrafte an den Eck-
knoten 1, 2, 3, 4 des 9-knotigen quadratischen finiten Elementes zu

1Fkonst 2Fkonst 3Fkonst 4Fk0nst % e, (2.263)

an den Seitenmittenknoten 5, 6, 7, 8 des 9-knotigen finiten Elementes zu

5Fkonst 6Fkonst 7Fkonst 8Fkonst % e; (2.264)

und am Elementmittenknoten 9 des 9-knotigen finiten Elementes zu

16
okonst 56 (2.265)
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2.9.3 Tangentiale Steifigkeitsmatrix und Vektor der inneren Kréafte

Werden in (2.207) die diskretisierten GroéRRen, und zwar die Verzerrungsmalle (2.62) bis (2.64) mit
(2.219) bis (2.227), deren erste Ableitungen nach allen eingefuhrten Freiwerten (2.229) bis (2.231)
mit (2.232) bis (2.240), deren zweite Ableitungen nach allen eingefiihrten Freiwerten (2.243) bis
(2.245) mit (2.246) bis (2.248), die Spannungen (2.249), deren erste Ableitungen nach allen ein-
gefiihrten Freiwerten (2.251) und die Knotenpunkt-Direktorkréfte (2.258) eingefihrt, entsteht un-
mittelbar folgendes Gleichungssystem:

- E
/C«zrklEW 0 kl dV-f-
B o

m;

9 d 3
; OE;. 0Ey 0*Ey
+ ikt [ S By —— )V fu, | = L Fy =0
>3 (from (S S v v i) - L

s=1 n=0
(2.266)

mit 3-9-(d + 1) Gleichungen. Die Summationen uber s, n, p erfolgen entsprechend der Indizierun-
gen der Elemente ju, (p =1, 2, 3;n =0, ..,d; s =1,..,9) des Spaltenvektors der Freiwerte. Die
im Rahmen der Summationskonvention der Tensorrechnung getroffene Vereinbarung der Sum-
mationen Uber gegenstandige Indizierungen, hier der Indizierungen i, r, k, [, bleibt bestehen. In
(2.266) werden durch

L= [ o, S
B d}

die Elemente des Spaltenvektors der inneren Kréfte und durch

. E;. OF °E
o k= / crH _af v OB | —fa 2 )av (2.268)
B 0 mu; Q5 up Oimuj 0 Sy

AV (2.267)

mU;

die Elemente der tangentialen Steifigkeitsmatrix abgekdirzt.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Darstellung der Elemente der tangentialen
Steifigkeitsmatrix entsprechend ihrer Berechnung durch vorangestellte zweifache untere und obe-
re und nachgestellte zweifache untere Indizierung ¢/ [1,, mit natiirlichen Zahlen s, f,n,m, j,p €
N derart erfolgt, dass die inneren Indizierungen f,m j die selben Indizierungen wie die der
Element-Knotenverschiebung sind, nach der die erste Ableitung der Verzerrungsmalle gebildet
wurde und die auferen Indizierungen s,n,p die selben Indizierungen wie die der Element-
Knotenverschiebung sind, nach der die zweite Ableitung der Verzerrungsmalie bei der Berechnung
gebildet wurde.

Mit den eingefihrten Abkurzungen erhdlt man aus (2.266)

9 d 3
DD Ghikip pwn) = hFay = Lfi = 1.E; (2.269)

®
Il
—
3
i
o
3
—

Ky *u = °F (2.270)

in matrizieller Schreibweise. Mit *K+ wird die tangentiale Steifigkeitsmatrix des 9-knotigen finiten
Schalenelementes nach der vorgestellten einschichtigen Multidirektortheorie mit den Elementen
s kip, vgl. (2.268), abgekurzt.
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Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Darstellung der tangentialen Steifigkeitsmatrix
eines finiten Elementes, stets durch *K- mit der nachgestellten einfachen unteren Indizierung mit
dem Kennzeichen ,,T“, das fur das Wort ,,tangential“ steht, und durch die vorangestellte einfache
obere Indizierung mit dem Kennzeichen ,,e*, das fir das Wort ,,Element* steht, erfolgt.

Der Spaltenvektor ®u fasst alle eingefiihrten Freiwerte fu;, vgl. (2.216), des finiten Elementes
zusammen. Der Spaltenvektor °F fasst die Differenzen / F;, vgl. (2.269), aus allen auBeren Kno-
tenkraften 7 F;, vgl. (2.258), und inneren Knotenkraften 7 f;, vgl. (2.267), des finiten Elementes
zusammen. Die tangentiale Steifigkeitsmatrix *K; = °K; (*u) und der Spaltenvektor der duReren
und inneren Knotenkrafte °F = °F (°*u) sind Funktionen von allen eingeflihrten Freiwerten {u,.
Die Matrizen und Spaltenvektoren lassen sich mit ihren Elementen wie folgt an der Gleichung
(2.269) darstellen:

- 11 11 11 11 21 s1 91 1 r1 b -1 .
k11 gok12  ookis 10k - Gok o Gokp o aokis o1 of1
11 11 11 11 21 sl 91 1 1
00k21 00k22 00k23 10]‘521 . 00k21 - nOkQP - d0k23 U2 0F2
11 11 11 11 21 sl 91 1 1
00 k31 00 k32 00 k33 10 kSl =00 k31  nod kSp do k33 olUs3 OF 3
11 11 11 11 21 sl 91 1 1
onk1n  oikiz ok 1tkn o oikua o ik o gtk 1U1 1F1
12 12 12 12 22 52 92 2 2
ookll 00k12 00k13 10k11 . ookll . nOklp - d0k13 oU1 oFl
1f 1f 1f 1f 2f sf 9f s f
omkit omKiz omkiz imki - omKin o GnKip o ks nUp L
19 19 19 19 29 s9 99 9 9

L odk?31 Odksz 0dl<:33 1dk31 . Odk?)l . ndk?)p . ddk’33 4 L qus B dF3 i

(2.271)

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Darstellung von Spaltenvektoren, die alle
Knotenverschiebungen bzw. inneren oder dulReren Kréfte aller Knoten des finiten Elementes zu-
sammenfassen, stets durch die vorangestellte einfache obere Indizierung °CJ mit dem Kennzeichen
,»e", das fur das Wort ,,Element* steht, erfolgt.

Mit den eingefiihrten Matrizen kann zudem eine matrizielle Formulierung der Arbeitsgleichung
(2.206) wie folgt gebildet werden:

§(fw)" *f+6("w)" Ky u—6(u) °F,=0. (2.272)

Die auReren Knotenkrafte / F,;, die sowohl alle Volumen- als auch alle Referenzflachenlasten
umfassen, werden dabei zur Matrix °F, und die inneren Knotenkréfte / f; zur Matrix °f zusam-
mengefasst.

Integration.

Die Integrationen in (2.267) und (2.268) der Elemente der Matrix und Spaltenvektoren in (2.271)
erfolgen numerisch nach dem Verfahren von GAUSS-LEGENDRE. Die Integranden dieser Aus-
dricke, die jeweils mit I bezeichnet werden, sind nichtlineare Funktionen der Koordinaten
0!, 62 63 Mit dem differentiellen Volumenelement dV nach (2.31) konnen die Integrale in
(2.267) und (2.268) zunéchst wie folgt umgeformt und anschliefend numerisch ausgewertet wer-
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den:

1 1 H

/ldv -~ // 1(6',0% 6% u(6%) \/A(0',0?)do?de’de"
B

-1-10

nj i

= 333 ((1ava)

z=1 y=1 z=1

(2.273)

My, — | .
Ol=i,,02=i,,03=j, 2

Dabei wird die Summation uber (ni)3 sogenannte Stutzstellen ., 7, und j, mit den Wichtungsfak-
toren ¢, s, und sz, erstreckt. Geht man von n; = 3 Stltzstellen fir eine Richtung aus, wird ein
Polynom von héchstens der Ordnung (2n; — 1) = 5 exakt integriert. Fur die Integrationsbereiche
~1,0 <O <1,0und —1,0 < ©% < 1,0, fur welche die Stiitzstellen standardméaRig angegeben
werden, ist bei n; = 3 Stltzstellen fiir jede Richtung an den Stellen

iy = —0,7745966692, iy =0,0, i3 =0,7745966692 (2.274)
jeweils der Gewichtsfaktor
s1 = 0,55555556505, 25 = (), 8888888888, i3 = 0,5555555555 (2.275)

anzuwenden. Der Integrationsbereich 0 < ©3 < H wird fir die Integration in den Bereich —1,0 <
©3 < 1,0 abgebildet. Es entstehen die Verkniipfungen

0 = 0'(6}) =1 (6] +1)
de3 E
2 b

. H
— de?® = —de?. 2.276
de3 0" = 5do, ( )

Fur den Integrationsbereich in Dickenrichtung ergeben sich damit folgende Werte fir die Stiitz-
stellen j.:

z|i. =0} J.=03(03) H ' s,

1| —0,7745966692 0,1127016654 0, 5555555555 (2.277)
21 0,0 0,5 0, 8883888888 '

3| 0,7745966692 0, 8872983346 0, 5555555555

2.9.4 Verknupfung des Schalenelementes mit Kontaktelementen

Dieser Abschnitt widmet sich dem Einsatz der bisher im Abschnitt 2 dargelegten oberflachenori-
entierten Einschichten-Schalentheorie und des zugehérigen finiten Einschichten-Schalenelementes
bei Kontaktproblemen. Die Berucksichtigung der aus der Kontaktmechanik bekannten Kontaktbe-
dingungen in der Elementsteifigkeitsmatrix eines finiten Mehrschichten-Schalenelementes wird
Gegenstand des spéater folgenden Abschnittes 4.4 sein. Um Kontaktprobleme bei gleichzeitigem
Einsatz des dargelegten finiten Einschichten-Schalenelementes nach Abschnitt 2.9 und anderer
Elementtypen, die nicht Bestandteil dieser Arbeit sind, z. B. Volumenelemente, behandeln zu kon-
nen, muassen alle im Problem benutzten Elemente, die potenziell Kontakt mit anderen haben kon-
nen, mit sogenannten ,,Kontaktelementen* (iberzogen werden. Zur Herleitung einer tangentialen
Steifigkeitsmatrix eines finiten Kontaktelementes fur Normalkontakt und Tangentialkontakt sei
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auf [LAURSEN 2002], [WRIGGERS 2001], [WILLNER 2003] verwiesen. Dort wird fiir diese bei-
den Anteile eine konsistente Linearisierung der Kontaktarbeiten vorgenommen.

Als Kontaktelement soll im Sinne der Methode der finiten Elemente ein Element verstanden wer-
den, das keine Dicke besitzt, die Oberflache beider Kontaktpartner tiberzieht, und zwar in der glei-
chen Knotenanordnung wie die die Kontaktpartner reprasentierenden Elemente. Es stellt nur die
Steifigkeiten, die aus den Kontaktbedingungen resultieren, bei der Bertihrung der Kontaktpartner
zur Verfugung. Ein mit Volumenelementen vernetzter in Kontakt befindlicher Korper lasst sich mit
diesen Kontaktelementen leicht iberziehen, da sich stets Knoten der Elemente an der Oberflache
der vernetzten Korper befinden.

Oberflachenorientierte finite Schalenelemente zeichnen sich gegentber mittelflichenorientierten
finiten Schalenelementen dadurch aus, dass sie die Knotenpunkte ebenfalls an der Oberflache der
vernetzten Korper besitzen, vgl. dazu die Geometrie der oberflachenorientierten Schalentheorie in
Abschnitt 2.2.

Mittelflachenorientierte finite Schalenelemente sind unter bestimmten Anforderungen entweder
gar nicht oder nur schwierig in Kontaktproblemen einsetzbar. Selbst wenn man einmal die Einhal-
tung einer exakten Geometrie vernachlassigte und die Kontaktelemente bei mittelflachenorientier-
ten finiten Schalenelementen an der Mittelflache, also innerhalb der Schale anordnete, um dort die
Kontaktbedingungen naherungsweise zu erfillen, bestiinde die Schwierigkeit der Zuordnung der
durch die Kontaktelemente ermittelten Steifigkeiten fiir tangentiale \Verschiebungsfreiheitsgrade.
Reibungskréfte auf der Schalenoberflache infolge Kontakt z. B. missen in Folge des Abstandes
zur Mittelflache ein Moment bezuglich der Mittelflache verursachen. Um das zu gewéhrleisten,
musste flr eine Transformation innerhalb der Kontaktelemente die Dicke des jeweils zugehoérigen
mittelflachenorientierten Schalenelementes bekannt sein. Eine Verkniipfung seitens der Kinematik
von Kontaktelement und Schalenelement wére hier unumgénglich.

Mit Hilfe oberflachenorientierter Schalentheorien kann die Zuordnung der Kontaktelemente in
gleicher Weise erfolgen wie bei Volumenelementen, da hier nur den drei Verschiebungen der Scha-
lenreferenzflache zugeordnete Steifigkeiten berechnet werden missen. Die Kinematen sowohl des
Kontaktelementes als auch des Schalenelementes werden auf die Ausmessungen durch das Basis-
system der Schale und das Basissystem des Kontaktelements bezogen. Der Versatz von Reibungs-
kréften gegenuber der Schalenmitte wird wegen der oberflachenorientierten Kinematik richtig be-
riicksichtigt.

2.10 Geschlossener Ring unter gleichmaRiger Normalbelastung — Numerisches Beispiel

Die Eigenschaften hinsichtlich der Gite der Approximation des Spannungszustandes der in den
vorangegangenen Abschnitten eingefuhrten Multidirektor-Schalentheorie und der beschriebenen
FE-Umsetzung sollen anhand einer Simulation aufgezeigt werden, fiir die in [GIRKMANN 1963]
analytische Berechnungen durchgefuhrt wurden, die als Vergleich dienen.

Am Scheibenrand » = b der in Abb. 2.17(a) dargestellten, in den Polarkoordinaten r, o ausgemes-
senen Scheibe der Dicke h wirkt die Belastung p. Diese Belastung ruft einen drehsymmetrischen
Spannungszustand hervor. In [GIRKMANN 1963] wird der Spannungsverlauf

2 2
o2 (1-“-) (2.278)

CRhb2— g2 72

flr die Spannungen in Radialrichtung und

2 2
S <1+a) (2.279)

CRhb2— g2 r2
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: Schalenreferenzflache

(a) Geschlossener Ring der Dicke h, System  (b) Finite-Element-Modell (Schnitt durch die einschichtigen Scha-
von GIRKMANN lenelemente)

Abbildung 2.17: Geschlossener Ring unter gleichmaRig verteilter Normalbelastung

fiir die Spannungen in Ringrichtung angegeben, wobei der auftretende Spannungszustand als ein
ebener unter Voraussetzung einer kleinen Scheibendicke / angenommen wurde. In Abb. 2.17(a)
ist der Fall b = 2a dargestellt, der nachfolgend berechnet wurde.

Fur die Finite-Element-Simulation wird ein Bogenausschnitt mit o« = 180° und @ = 2,5m,
b = 5,0m, h = 3,0m gewahlt, s. Abb. 2.17(b). Die Scheibendicke ist damit nicht verhaltnis-
maRig klein. Dieser wird mit 9 einschichtigen Schalenelementen vernetzt. Die Lage der Schalen-
referenzflache ist bei » = b an der RingauRenseite. Die Wahl des Materials, Isotropie vorausgesetzt,
hat keinen Einfluss auf die zu ermittelnden Spannungszustédnde. Die Querdehnzahl wurde v = 0
gewahlt. Der Bogen ist in den durch die Strich-Punkt-Linie in Abb. 2.17(b) gekennzeichneten
Querschnitten radial-verschieblich durch Symmetrierandbedingungen gelagert. Flr die Belastung
wird p = 3 kN/m gewahlt, so dass das Lastvektorfeld (2.155) (FakN/m? = 1kN/m?Ajz be-
tragt. Innerhalb der Schicht wird ein Ansatz mit 3 Direktoren gewdahlt (d = 3 in (2.44)), um die
analytisch ermittelten Spannungsverlaufe insbesondere in die Schalendickenrichtung so gut wie
maoglich erhalten zu kdnnen. Der Spaltenvektor der Direktorkrafte (2.165) ergibt sich nach der
Berechnungsvorschrift (2.167) zu (2.175). Die in (2.167) vorkommende Determinante ;. des Scha-
lentensors gehort zur Integration tber die zur Schalenreferenzflache parallelen Flachen und ist fur
die hier vorliegende Referenzflachenlast ohne Einfluss.

Die Randwerte der Spannungskomponente o, ergeben sich an den Laibungen fir den Fall b = 2a
nach (2.279) wie folgt:

oyl._, = —2,666 kN/m*>  und opl._, = —1,666 kN/m*. (2.280)

Die Randwerte der Spannungskomponente o, ergeben sich an den Laibungen fir den Fall b = 2a
nach (2.278) zu:

orl,_, =0kN/m*>  und orl,_y = —1,0kN/m?. (2.281)

In Abb. 2.18 ist der Verlauf der Spannungskomponenten o und o, als Ergebnis einer geometrisch
nichtlinearen Finite-Element-Berechnung abgebildet. In Abb. 2.18(a) ist die Spannung o, = o,
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Abbildung 2.18: Geschlossener Ring unter gleichmaRig verteilter Normalbelastung - Spannungen

vgl. (2.107), in Umlaufrichtung und in Abb. 2.18(b) die Spannung o, = ¢33, vgl. (2.107), in Radial-
richtung dargestellt. Ein \ergleich dieser errechneten Spannungen mit den analytisch nach (2.278)
und (2.279) ermittelten wird in Abb. 2.18(c) und Abb. 2.18(d) vorgenommen, wobei die durch
die FE-Simulation erhaltenen Spannungsverléufe jeweils durch die Linien mit Quadratsymbolen
reprasentiert werden. Beide Spannungskomponenten werden bereits bei Verwendung von nur 9
einschichtigen Schalenelementen mit guter Ubereinstimmung zur analytischen Losung erhalten.

3 Mehrschichten-Schalentheorie
3.1 Modellbildung

Durch nachtragliches Aufbringen von Textilbeton auf eine Konstruktion aus stahlbewehrtem Alt-
beton - die Materialkombination, auf die in dieser Arbeit besonderes Augenmerk gelegt wird -
erhélt das Flachentragwerk hinsichtlich der Materialeigenschaften eine in mehrfacher Hinsicht ge-
schichtete Struktur, die durch das mechanische Modell erfasst werden muss. In [SCHULTZ 1996]
werden auch fur stahlbewehrten Beton wegen der flachenhaften Struktur von z. B. Bewehrungsmat-
ten Eigenschaften herausgearbeitet, welche die Erfassung durch Mehrschichtenmodelle nahelegt.
Fur die Einteilung in Schichten, denen jeweils ein eigenes Materialgesetz zugeordnet wird, sind
verschiedene Herangehensweisen denkbar.

1. Es besteht zum Einen die Mdglichkeit, die Grundkonstruktion aus Altbeton als eine er-
ste Schicht und die nachtraglich aufgebrachte Verstarkung aus textilbewehrtem Feinbeton
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Altbeton

Verstarkungs-
}/ schicht
Schichten- Textilgelege-
referenzflachen Delamination Riss flache

Abbildung 3.1: Mdglichkeit einer Schichtung der Schale und Schichtenreferenzflachen (Interfa-
ces)

als Ganzes als eine zweite Schicht aufzufassen. Die Flache des Ubergangs zwischen die-
sen Schichten, das sogenannte Interface, kann wegen des Materialwechsels von Altbeton
zu Feinbeton sowohl aus herstellungsbedingten Grunden (schlechter Verbund) als auch aus
Grinden unterschiedlicher Eigenschaften der einzelnen Materialien bei gutem Verbund ei-
ne Schwachstelle fiir das Verbundverhalten darstellen. Unterschiedliche Querkontraktionen
aneinander grenzender Schichten unterschiedlichen Materials verursachen bereits bei ein-
axialer Belastung Schubspannungen, welche die Kompatibilitat an der Grenzflache erhalten,
vgl. Abb. 3.2. Erreichen die vorhandenen die maximal aufnehmbaren Spannungen der Ma-

Material mit Querdehnung (v % 0)

/

B v vorgeschriebene
Langeninderung

<
<

q

Material ohne Querdehnung (v =0)

g 7

AN TN
P R S Y S -

Schubspannungen

v K v ¥ &
//'/'/'/'/'/'/'

I,

Abbildung 3.2: Schubspannungen durch unterschiedliche Querkontraktionen aneinander grenzen-
der Schichten unterschiedlichen Materials bei Langsdehnung

_,,»k";' e

terialien, kommt es an dieser Stelle zur flichigen Abldsung &hnlich der Delamination von
Schichten eines Laminates. Versuche im Sonderforschungsbereich 528, TP C1 haben jedoch
gezeigt, dass bei grundlicher Aufbereitung der Oberflache des Altbetons der Verbund in
dieser Flache sehr gut gewahrleistet werden kann, vgl. [CURBACH 2003]. Wenn dies beim
spateren praktischen Einsatz des textilverstarkten Betons durch entsprechende Herstellungs-
technologien ebenfalls sichergestellt werden kann, wovon ausgegangen wird, treten andere
maogliche Versagensflachen im Inneren der Verstarkungsschicht in den Mittelpunkt des In-
teresses. Denn bei detaillierterer Betrachtung der \Verstarkungsschicht ist diese wegen des
lagenweisen Aufbringens der textilen Gelege selbst eine geschichtete Struktur.

Wird die Verstarkungsschicht dennoch als Ganzes, ohne die Lagen der textilen Gelege genau
zu berticksichtigen, mit einem verschmierten Material dargestellt, sollte das zugehdrige Ma-
terialgesetz die Eigenschaften der geschichteten Struktur im Inneren der Verstarkungsschicht
annahernd verkorpern. Dann lieRRe sich die Flache, in der potenziell flachiges Versagen ein-
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treten kann, im Modell vereinfachend in das Interface zwischen Alt- und Neukonstruktion
legen. Das hiele, dass flachiges Versagen, ungeachtet in welcher Lage innerhalb der Dicken-
richtung der Schale es tatsachlich auftritt, im Modell stets im Interface zwischen Alt- und
Neukonstruktion angenommen wirde. Diese Annahme kann im Sinne der Steigerung der
Effizienz der Berechnung im Rahmen der Finite-Element-Methode (FEM) dann getroffen
werden, wenn durch ein leistungsfahiges Materialgesetz eine Annaherung der Ergebnisse an
die eines feiner gegliederten, also mehrschichtigen Schalenmodells erreicht wird.

Diese Herangehensweise fihrt auf ein Zweischichtenmodell. Die Zahl der Freiheitsgrade
kann wegen geringer Schichtenanzahl so fur den Einsatz in der Praxis niedrig gehalten wer-
den. Die spater in Abschnitt 5 vorgestellten numerischen Beispiele basieren bereits alle auf
der o0.g. Annahme, obwohl dort fir die Verstarkungsschicht im Rahmen dieser Arbeit nur
ein linear elastisches, orthotropes Material verwendet wird.

2. Zum Anderen ist, wie oben erwéhnt, auch die getrennte Erfassung einzelner Schichten in-

nerhalb der Verstarkungsschicht selbst, vgl. Abb. 3.1, mdglich. Die textilen Gelege innerhalb
des Feinbetons wirken zwar nicht als eine Art Trennschicht zwischen einzelnen Feinbeton-
schichten, da der Beton diese Schichten zwischen den Rovings ausreichend durchdringt,
stellen aber, da sie dicht aufeinandergelegt sind, selbst eine diinne Schicht mit anderen Mate-
rialeigenschaften als deren Umgebung dar. Fiir das mechanische Modell kénnen der Beton in
den Textilzwischenrdumen und die Fasern innerhalb der Gelegeschicht zu einer Schicht mit
neuen homogenisierten Materialeigenschaften verschmiert werden. Man erhalt an den Uber-
gangen zu dieser angenommenen Schicht einen Wechsel der Materialeigenschaften, wenn
man die Dickenrichtung der gesamten Verstarkungsschicht entlanggeht. Die unterschiedli-
chen Querkontraktionen der unterschiedlichen Materialien verursachen bereits bei einaxialer
Belastung Schubspannungen, welche die Kompatibilitat an der Grenzflache erhalten. Diese
allein konnen bereits zum flachigen Abldsen des Feinbetons von der Gelegeflache fiihren.
AuRerdem lassen sich Zugspannungen senkrecht zum Roving zwischen dem Feinbeton und
dem Roving nur sehr schlecht tibertragen. Dem Feinbeton steht also in dieser Ebene nur eine
um den Faseranteil reduzierte Flache zur Zugspannungsiibertragung senkrecht zur Textile-
bene zur Verfugung. Die jeweils an den Fasern vorhandene Kerbspannungswirkung kann bei
steigender Beanspruchung sich von diesen Stellen hin zu jeweils benachbarten Kerben ,,par-
allel” zur Schalenreferenzflache ausbreitende Risse verursachen, was entweder bereits allein
oder insbesondere mit 0. g. Schubspannungswirkung wiederum zum flachigen Ablésen des
Feinbetons von der Gelegeflache fuhren kann.
Diese Herangehensweise kann z.B. auf ein Vierschichtenmodell fuhren, in dem die erste
Schicht die Grundkonstruktion, die zweite Schicht der erste Teil der Feinbetonschicht, die
dritte Schicht eine diinne Schicht, in der sich die Textilgelegeflache befindet, und die vierte
Schicht der zweite Teil der Feinbetonschicht ist. Ein Dreischichtenmodell kann man erhal-
ten, indem man die eben genannte diinne dritte Schicht zusammen mit der zweiten oder
vierten als eine Schicht mit entsprechend verschmierten Materialeigenschaften modelliert.

Die Zerstorung eines Flachentragwerks durch das flachige Versagen, vgl. in Abb. 3.3 (links) zu-
sammen mit Abb. 1.1 in Versuchen des Teilprojektes D1 des Sonderforschungsbereiches 528 an
textilbetonverstéarkten Plattenbalken, ist damit grundsétzlich von Bedeutung und wegen ihrer geo-
metrischen Determiniertheit eine das mechanische Modell malRgebend beeinflussende Versagens-
art. Die Lage des Auftretens der flachigen Ablésung innerhalb der Schalendicke variiert jedoch.

Bei Bauteilen aus Holz-Textilverbunden, s. in Abb. 3.3 (rechts), in Versuchen des Teilprojektes C5
des Sonderforschungsbereiches 528, ist diese Versagensart die am haufigsten auftretende, wobei
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Abbildung 3.3: Delamination; links: an einem textilbewehrten Stahlbeton-Plattenbalken, rechts: an
einer textilbewehrten Holz-Leiste

sich hier die Flache des Versagens wegen der relativ zum Bauteil geringen Dicke der Verstarkungs-
schicht vorausbestimmen lasst.

Zur numerischen Simulation dieses Verhaltens wird die Entwicklung von oberflachenorien-
tierten Multidirektor-Mehrschichten-Schalentheorien und zugehérigen finiten Elementen mit
integrierten Kontaktbedingungen zur Beschreibung des Schichtenverbundes und zur Erfas-
sung der Schédigungsart Delamination mit Beschreibung deren Fortschreitens vorgenom-
men, vgl. [ ZASTRAU et al. 2003]. Im Unterschied zu herkémmlichen Kinematiken, vgl. z.B.
[BASAR et al. 1997], bei denen alle Schichten jederzeit fest miteinander verbunden und die Frei-
heitsgrade der einzelnen Schichten gekoppelt sind, kénnen die Freiheitsgrade der einzelnen
Schichten innerhalb dieses Mehrschichten-Schalenmodells ggf. entkoppelt sein, vgl. dazu das in
Abb. 3.4 dargestellte kinematische Modell der Schalentheorie mit mehreren Schichten eines Ele-
mentes, die sich in beliebigen Zustanden in unterschiedlichen Positionen zueinander befinden kon-
nen. Bei diesem Modell wird davon ausgegangen, dass sich im Ausgangszustand die Schichten —
im einfachsten Fall also zwei, ndmlich Grundmaterial und Textilbetonverstarkung — im \Verbund
miteinander befinden. Das wird durch eine entsprechende Kinematik gewéhrleistet, die keine Frei-
heitsgrade fiir Relativverschiebungen zwischen den Schichten besitzt.

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Einfiihrung der Mehrschichtentheorie so vorzunehmen, dass die
numerische Umsetzung hinsichtlich der geforderten Flexibilitat in einer anschlieRenden Erweite-
rung einfach gestaltet werden kann.
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verformte Referenzfliche a

Oberflache einer
haftenden Schicht

Abbildung 3.4: Mehrschichten-Schalenkinematik mit nur teilweiser C°-Stetigkeit

3.2 Analogie zur Einschichtentheorie
3.2.1 Geometrie eines differentiellen Mehrschichten-Elementes

Es wird nun ein dreidimensionaler unverformter Schalenkorper B betrachtet, der aus den Teil-
korpern B, (L =1, .., ns), die Schichten genannt werden, besteht. Die Anzahl der Schichten ist
dabei ns. Die Schichten sind wiederum in den in Abschnitt 2.2 vorgestellten Raum R? einge-
bettet, zusammenhangend und jeweils durch die Schichten-Schalenlaibungen und die Schichten-
Schalenberandung begrenzt. Das in Abschnitt 2.2.1 eingefiihrte raumfeste kartesische Koordina-
tensystem mit den Koordinaten X (; = 1, 2, 3) und dem Basissystem {e; = e’; i = 1, 2, 3}
bleibt bestehen.

Koordinatenlinien und Ortsvektoren der Schichten.

Zur Beschreibung der Differentialgeometrie jeder unverformten Schalenschicht B;, wird eine Pa-
rametrisierung durch krummlinige, konvektive Koordinaten ©% (i = 1, 2, 3) eingefiihrt, vgl.
Abb. 3.5.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Darstellung aller skalaren, vektoriellen bzw.
tensoriellen und matriziellen GréRen sowie Punkte und Mengen, die zur Schicht B;, gehéren, stets
durch die nachgestellte einfache untere Indizierung CJ;, mit einer natirlichen Zahl L € N erfolgt,
die gegebenenfalls auch zusétzlich neben anderen Indizierungen an dieser Stelle, jedoch immer als
letzte Indizierung CJ5;, von mehreren in der Reihe aber immer vor der Kennzeichnung einer ggf.
vorhandenen partiellen Ableitung steht.

Die Koordinatenlinie ©% der ersten Schicht verlauft im unverformten Zustand entlang einer Gera-
den orthogonal zur Schalenreferenzflache
S =8 (3.1)

der ersten Schicht und ist Gber die Gesamtdicke der mehrschichtigen Schale im Intervall

0<67]< ZHL (3.2)
L=1
definiert, wobei H; = H;(©', ©?) = {H;} der dimensionslose Wert der entlang der Referenzfla-
che geringfugig veranderlichen Schichtendicke H; = {H; } [H;] der Schicht B, ist. Sie hat ihren
Ursprung in der Schalenreferenzflache S;.
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Abbildung 3.5: Differentialgeometrie des unverformten Mehrschichten-Schalenkorpers 5

Es sei darauf hingewiesen, dass die Beschreibung der Differentialgeometrie der ersten Schicht des
Schalenkérpers, also des Teilkorpers

B =B, (3.3)

vollistandig der des in Abschnitt 2.2 behandelten einschichtigen Schalenkdrpers B entspricht, so
dass alle differentialgeometrischen GroRien dieser Schicht - abgesehen vom Wertebereich der Ko-
ordinatenlinie ©2 nach (3.2) - durch nachgestellte einfache untere Indizierung (I, der GroRen der
Einschichten-Schalentheorie erhalten werden kénnen.

Die Koordinatenlinien ©2 fur L > 1 werden im Unterschied zu ©2 nur innerhalb von B;, benétigt
und verlaufen im unverformten Zustand entlang einer Geraden orthogonal ebenfalls zur Schalen-
referenzflache S; der ersten Schicht und sind im Intervall

0<0} <Hp (3.4)

definiert. Sie haben ihren Ursprung in der Schichtenreferenzflache S;. Das heif3t, die Koordina-
tenlinien ©3 fur L > 1 verlaufen im unverformten Zustand entlang der Koordinatenlinie ©3. Stark
veranderliche Schichtendicken sollen nicht zugelassen werden, womit gewéhrleistet ist, dass die
Koordinatenlinien ©% fiir L > 1 im unverformten Zustand auch annghernd orthogonal und ©¢
annéhernd parallel zur jeweiligen Schichtenreferenzflache Sy, der Schicht B, verlaufen, da fir die
Ermittlung aller GréRen im unverformten Zustand

of | & und 07 =07
e 1L S und O} 6 (3.5)
vorausgesetzt werden soll. Die Beschreibung der Differentialgeometrie der Schicht By, fur L > 1

erfolgt analog der des in Abschnitt 2.2 behandelten einschichtigen Schalenkorpers. Die entspre-
chenden GréRRen der Mehrschichten-Schalentheorie werden durch nachgestellte einfache untere
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Indizierung [J;, der GrélRen der Einschichten-Schalentheorie erhalten, wenn zudem an Stelle der
Koordinate ©2 der Einschichten-Schalentheorie - auer in der nur innerhalb einer Schicht zu ver-
wendenden Basisfunktion (2.17) und anderen Operatoren innerhalb der Schicht - die Koordinate

CH fir L =1
3 3\ L-1
01 (01) = S Hg+03  fur L>1 (36)
K=1

und an Stelle der Koordinaten ©“ der Einschichten-Schalentheorie die Koordinaten ©¢ in die
Beziehungen eingesetzt werden. Der Ortsvektor zu einem materiellen Punkt Py, in By, ist demnach
analog (2.2) durch

und der Ortsvektor zu einem materiellen Punkt (P, in S analog (2.4) durch

’6%:0
eingefhrt.

Verbundzustand in der Ausgangskonfiguration.

Zwischen den Schichten wird ein sogenannter Verbundzustand eingefiihrt. Die Schichten sind im
unverformten Zustand stets fest miteinander verbunden. Die Referenzflache aller Schichten B, fir
L > 1, die durch die Ortsvektoren (3.8) zu allen Punkten (P, in Sy, beschrieben wird, ist mit der
Laibung der Schicht B;_;, die der Referenzflache der Schicht B;_; fir L > 1 gegenuberliegt,
identisch, so dass in jedem Punkt (P, in S, fur L > 1 gilt:

oXe = Xiilos _p, - (3.9)

Basissystem und Geometrie innerhalb der Schicht.
Das Basissystem der Schichtenreferenzflache wird analog (2.5) durch

Air = Xpiles_ (3.10)

erhalten, wobei unter den Voraussetzungen (3.5) durch nachgestellte Indizierung [J; weiterhin die
partielle Ableitung nach den Koordinaten ©¢% gekennzeichnet wird, die der partiellen Ableitung
nach den Koordinaten ©7 gleich ist. Der Ortsvektor X, der Schicht wird analog (2.18) und (2.19)
mit dem Schichten-Referenzflachen-Ortsvektor und den Direktoren

oXr ; 1 X, =Asr; o X = 3Xp=...= ¢, X, =0 (3.11)
durch
dr,
X (0}, 67,07) => (192 (67) XL (0}, 67)) = X1 + 6} Ay, (3.12)

=0

innerhalb der Schicht beschrieben. Dabei ist d;, die Anzahl der Direktoren ;X (I =1,..,d;) der
Schicht B, und (X, der Ortsvektor. Es ist besonders darauf zu achten, dass das Funktionensystem

S (87) = (1) (3.13)
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analog (2.17) als Basisfunktion der Schicht bezeichnet, in der Approximation (3.12) die geometri-
sche Beschreibung des Schalenkontinuums in Dickenrichtung innerhalb der Schicht B, ermdglicht
und deshalb direkt abhangig von der Dickenkoordinate ©2 - nicht von (3.6) - ist.

Des Weiteren ist bei der Berechnung des Schalentensors

Ky = #gL Ajr®Aj
= (52—@% BQL) AL @AY + Az @AY (3.14)
up = detu; (3.15)

als Operator innerhalb der Schicht, mit dem das differentielle Volumen
dVy, = pp/ A dO;dO2de3 (3.16)

der Schicht aus der Determinante A; des Metriktensors der Schichtenreferenzflache zu berech-
nen ist, darauf zu achten, dass dieser ebenfalls direkt abhangig von der Dickenkoordinate ©%
der Schicht ist. Der Schalentensor w;, der den Bezug der differentialgeometrischen GroRen der
Schicht B;, auf die Schichtenreferenzflache der selben Schicht herstellt, wird spater nicht mehr
verwendet und dient hier nur zum besseren Verstandnis der analogen Darstellung dieser GroRe zu
der der Einschichtentheorie in (2.29).

Bezug zur Schalenreferenzflache.
Durch den Schalentensor

po= pl A A
(62— 02 (63) BY) Ayy @ A + Ay, ® A3 (3.17)
@ = detp (3.18)

wird der Bezug der differentialgeometrischen Grof3en der Schicht By, auf die Schichtenreferenzfla-
che (3.1) der Schicht By, also auf die Schalenreferenzflache, hergestellt. Somit kann insbesondere
das differentielle Volumen

dv, = pV/Adetde?de? (3.19)

der Schicht B; aus der Determinante A; = A des Metriktensors der Schalenreferenzflache S;
berechnet werden. Da neben der Koordinatenlinie ©F auch die Basen A% und A;; mit den nicht
durch den Schichtenindex der ersten Schicht indizierten Grolien direkt verglichen werden kénnen,
ist auch der Schalentensor (3.17) mit dem der Einschichtentheorie in (2.29) direkt vergleichbar.

3.2.2 Schalenkinematik einer Schicht

Die Mehrschichtenkinematik wird analog der in Abschnitt 2.3 vorgestellten Einschichtenkinematik
entwickelt. Der Ortsvektor

dr,

x. (01, 07, 01) =Y (192, (6}) Xz (6], 7)) (3.20)

=0
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der Schicht By, im verformten Zustand wird analog (2.34) bzw. (3.12) gebildet, so dass analog
(2.42) der Verschiebungsvektor

ur, (@1L7 @%, @i) = X7 — XL
dr,

= > (i (61) L (8}, ©1)) (3.21)

=0

aus der Differenz der Ortsvektoren der verformten und unverformten Konfiguration der Schicht
mit den Verschiebungen der Direktoren

A, = (UL, ei = lui e, = lﬂj LA]L = ﬂL\kLGkL (322)
der Schicht entsteht. Der Verschiebungsvektor ou;, bezeichnet die Verschiebung des Punktes Py,

in Sy, der unverformten Konfiguration der Schicht zum Punkt op;, in Sy, der verformten Konfigu-
ration, vgl. Abb. 3.6.

Referenzkonfiguration

verformte Konfiguration

Abbildung 3.6: Mehrschichten-Schalenkinematik

3.2.3 Verzerrungstensoren einer Schicht
Der Verzerrungstensor
E; = E;;;, G, ® G}, (3.23)

jeder Schicht 5;, der Mehrschichtenkinematik wird analog der in Abschnitt 2.4 vorgestellten Ein-
schichtenkinematik auf der Grundlage des Verschiebungsfeldes (3.21) des Schalenschichtenkonti-
nuums entwickelt. Werden dazu in den Verzerrungsmalizahlen (2.54) die Basisvektoren G;, des
Schalenraumes der Schicht B;, durch den Schalentensor (3.17) mit den Koordinaten ©3% (©%) in
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Abhangigkeit der Schalenreferenzflache S; eingesetzt, entsteht

dL dL
1
Eogr = 5 Z (laa,@L Qr — 07 bagL Qp + Z (kiCapL k2L ZQL))
=0 k=0
E3znr = FEasr
1 dL dL
_ = O3
= 3 Z (ldaSL 0L+ a3 10,3 — OF 1 faz 1820,3 + Z (kiGas L k€21 lQL,3)>
1=0 k=0
1 dL dL
Ezp = 5 Z thasrifdr3 + Z (w7330 k20,3192L,3) (3.24)
=0 k=0
mit den Teilverzerrungsmalien
1003, = (ULa -Ag+ urg - A,
basr = Ay - (Bjupa+ Byugg)
klCoBL = kUL - 1ULA
1dasr, = (Ura - Az
1€a3r = qup- A,
1fasr = BQA,\ sur
kl9a3L — kUL " (UL
thssp = 2 - Az
ki3s3 = kUL ur (3.25)
in Abh&ngigkeit von dem Basissystem A;; = A; der Schalenreferenzfliche S;. Die Teil-

verzerrungsmafe unterscheiden sich nur durch den Index fir die Schicht von den bereits flr
die Einschichten-Schalentheorie hergeleiteten. Fiir jeden Punkt oP;, der unverformten Schich-
tenreferenzflache Sy, der durch den \erschiebungsvektor qu; in den Punkt op; der ver-
formten Schichtenreferenzflache Ubergeht, kann fur die oberflachenorientierte Mehrschichten-
Schalentheorie aus (3.24) analog (2.74) durch Auswertung an der Schichtenreferenzflache der
GREEN-LAGRANGESche Verzerrungstensor

Es = Erlos_o = Eyjr AL @ A, (3.26)

der Oberflache (Schichtenoberflache) berechnet werden, der mit den VerzerrungsmaBzahlen E; .
beziiglich des kontravarianten Basissystems A* der unverformten Schichtenreferenzflache darge-
stellt wird. Es entsteht

— 1

EaﬂL = §oaa,3L o2 — @i’ oba,@L o2z, + 00Cap L o2z 0821,

— — 1

Esor, = FEa3= 5 (Oda3L o2 + 1€a31L 1QL,3 - @? 1fa3L 1QL,3 + 019031 0821 1QL,3)

— 1 )

Es3p = 2 1hssr, 1QL,3 + 11?331 1QL,3 1803 (3.27)

mit den Teilverzerrungsmalien (3.25), wobei die krimmungsabhangigen Teilverzerrungsmafe
1bapr UNd | fas im Unterschied zur Einschichtentheorie in der Mehrschichtentheorie mit den
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innerhalb jeder Schicht in (3.13) gewahlten Basisfunktion ,Q; (©3) = (©3)" auRer bei L = 1
nicht verschwinden, da fiir ©2 die Koordinate (3.6) der Schichtenreferenzflache eingesetzt werden
muss. Die Verzerrungsmafzahlen (3.27) ergeben sich damit fur L > 1 zu

L1
— 1
Eosgr = 5 (our,a-Ag+ ourg-Ay) — <Z HK) A, (Bjoure+ Baoupg) +
K=1
+oUra - oULgB
1 L—1
Esnr, = FEuar = 5 (OuL,a -As+ up - A, — <Z HK) BQAA - ug +
K=1
+ oUrL.a - 111L>
Esr = qup-Az + up-qug. (3.28)

Die Anteile, in denen die Summe enthalten ist, verschwinden fir L = 1 aus diesen Verzerrungs-
maRzahlen, da ©2 in der Schichtenreferenzflache S, ihren Ursprung hat.

3.2.4 Spannungs- und Elastizitatstensor einer Schicht

Die PioLA-KIRCHHOFF-Spannungen
S, =57Gi;,® G, =C.:Ep (3.29)

innerhalb des Schalenkontinuums jeder Schicht B;, entsprechend (2.87) lassen sich analog (2.143)
bei Verwendung eines linear elastischen Materials mit dem Elastizitatstensor C;, der Schicht aus
dem Verzerrungstensor E;, nach (3.23) berechnen, wenn der inneren Energie ein Potenzial zugrun-
de liegt und Spannungsfreiheit im unverformten Zustand vorausgesetzt wird. Der Elastizitatstensor

CL= Crl;qjlleiL @M, @M, @M, = CzjleiL ® GGy, ® Gy (3.30)

der Schicht B, wird analog (2.144) mit einem analog dem in Abschnitt 2.5.3 eingefiihrten Basis-
system {M% = M, ; i = 1,2, 3} gebildet. Werden die Spannungen (3.29) an einem materiellen
Punkt Py, in der Schalenreferenzflache S;, die Teil der Schicht 3, ist, mit Hilfe des Verzerrungs-
tensors (3.26) der Oberflache berechnet, entstehen die Spannungen der Oberflache als 2. PIoLA-
KIRCHHOFF-Spannungen

Ss1. =57 Ait®Aj = Siles_y=Cp: Esy (3.31)

der Schicht By,. Diese kdnnen mit Hilfe von (2.86) bzw. (2.88) in Spannungen der Oberflache als
CAUCHY-Spannungen

=iy _ Kkl — —
O'SL—ULaiL@)ajL—amLka@mlL (332)

am materiellen Punkt op; der verformten Schichtenreferenzflache S;, transformiert werden, die
zum Einen mit den SpannungsmaRzahlen 77/ beziiglich des kovarianten Basissystems a, ; dar-
gestellt werden konnen. Zum Anderen konnen deren MaBzahlen o%!, analog (2.113) beziglich
eines orthogonalen Basissystems {m’ = m;; i = 1,2,3}, vgl. (2.105), angegeben werden. Aus
letzterer Darstellung wird im Punkt op;, mit Hilfe des normierten Normalenvektors m? des Fla-
chenelementes das ;, der verformten Schichtenreferenzflache der Spannungsvektor

—3 k3 —
OKL =0sL -Mj = Ox Mgy, (3.33)

der Oberflache berechnet, vgl. Abb. 3.7.
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Abbildung 3.7: Spannungsvektor der Oberflache

3.2.5 AuRere Lasten und Direktorkréafte

AuReres Lastvektorfeld einer Schicht.
Es ist analog (2.154)

F., =F,.. (07, 67, 07 (0})) = F e (3.34)
das im Schalenkorper der Schicht B;, definierte volumenbezogene dufere Lastvektorfeld, das als
Funktion der Koordinaten ©2, vgl. (3.6), der Schalenreferenzflache ausgedriickt wird, und analog
(2.155)

OFaL = OFaL (@%, @%) = OF;L e; (335)

das in der Schalenreferenzflache S;, der Schicht definierte auere Lastvektorfeld.

Direktorkrafte einer Schicht.
Es werden wie bei der Einfuhrung der Direktorkrafte der Einschichtentheorie in Abschnitt 2.8.1
der Spaltenvektor der Basisfunktionen (3.13) der Schicht 3, durch

Q= [o% 19 2 5 . 4, ]
]
= |1 e (e} @) .. "] (3.36)

und der Spaltenvektor der Direktorkréfte
T
F,.= [ OF;L 1FaTL 2FaTL SFaTL dLFaTL ] (3.37)

der Schicht B, eingefiihrt, der sich analog (2.167) zu

F,, = /QL®FaLud@i (3.38)

Hp,

ergibt. Die Oberflachenlasten (F,; nach (3.35) sind als erstes Element darin enthalten.
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3.2.6 Diskretisierung aller Grol3en einer Schicht

Diskretisierung.
Die Diskretisierung aller GroRen einer Schicht erfolgt véllig analog der Diskretisierung aller Gro-
Ren der Einschichten-Schalentheorie in Abschnitt 2.9. Als Kennzeichnung daftr, dass es sich nun-
mehr um die Diskretisierung aller Gro3en der Schicht B, handelt, werden lediglich alle Groi3en
zusétzlich durch L indiziert. Es entstehen bei der Diskretisierung des Knotenverschiebungsvektors
fu, = fup e (3.39)
jeweils des [-ten Direktors X, des Knotens e der Schicht 5, analog (2.216) die Freiwerte fu;,
(1=1,2,3,1=0,.,d;e=1,..,9; L =1,..,ng) eines finiten Elementes flr die jeweilige Ver-
schiebungskomponente in Richtung des Basisvektors e’ des einbettenden kartesischen Koordina-
tensystems. Diese werden zu dem Spaltenvektor

f

-
fu\izu)cun; gu2L (J;USL {UlL N 7 A §LU3L] (3-40)

eines Element-Knotenpunktes f zusammengefasst.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Kennzeichnung von Spaltenvektoren und Ma-
trizen, die Verschiebungen bzw. innere oder &ul3ere Krafte eines finiten Mehrschichten-Elementes
zusammenfassen, neben weiteren Indizierungen entweder durch die nachgestellte einfache obe-
re Indizierung [V mit dem Kennzeichen ,,v*, das fir das Wort ,,vollstandig* steht, oder durch die
nachgestellte einfache obere Indizierung [J" mit dem Kennzeichen ,,r*, das fiir das Wort ,,reduziert*
steht, erfolgen kann. Die reduzierten GroRen werden nachfolgend im Abschnitt 3.3 eingefihrt.

Den Knotenverschiebungsvektoren (3.39) stehen gegentiber die dulReren Lasten der Schicht B, in
Form der Vektoren der Direktorkrafte

jeweils des I-ten Direktors ¢X; des Knotens e analog (2.252) mit den Komponenten ¢F:,
(i=1,2,31=0,.,d;e=1,.,9; L =1,..,ng) eines finiten Elementes in die jeweilige Rich-
tung des Basisvektors e’ des einbettenden kartesischen Koordinatensystems. Diese werden zu dem
Spaltenvektor

. T
fEaL = [ g)cFalL gFazL gFSL {FalL - {FaZL - gchFgL } (3.42)
eines Element-Knotenpunktes f zusammengefasst.

Tangentiale Steifigkeitsmatrix und Vektor der inneren Kréfte.
Analog (2.267) werden durch

4 OF
Lfi= | CIMEy,,——=dv, (3.43)
Br, amujL

die Elemente eines Spaltenvektors der inneren Krafte fir die einzelne Schicht 5, abgekrzt, die
zu dem Spaltenvektor

]
e, =[4he $for $fse {he o Lfin - 0 fsr ] (3.44)
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eines Element-Knotenpunktes f zusammengefasst werden. Analog (2.268) werden durch

o [ OB OE 0°E
Sk = /B ot (a = o By )dVL (3.45)
L

f s
Omu;r dpupr Omujr 0 Supr

die Elemente einer tangentialen Steifigkeitsmatrix fir die einzelne Schicht B, abgekiirzt, die zur
Matrix

[ obknrn Sken Skan Mkun o Sk o ok ]
L
ko ke ksr Wkar o Shkepr o Fokesr
L
sf sf sf sf sf sf
00k31L 00k32L 00k33L 10k31L . n()kSpL .- d0k33L
L
ka' Sf]{? ka‘ ka’ ka’ sf k
SfKTL: o1®11L  o1f12L  o1M3L  nikuirL - p1RipL o - g 1RI3L (3.46)
ckin Shkpr ks kno . kpr . 3 akse
| o0 ksin §h ks b kssr S kmipo o S kspr o 5 g Kssr ]

zusammengefasst werden, die aus Elementen der Element-Knotenpunkte s und f besteht und
eine Teilmatrix der im Folgenden aufzubauenden tangentialen Steifigkeitsmatrix des finiten
Mehrschichten-Schalenelementes darstellen wird. Die Elemente (3.43) des Spaltenvektors und
(3.45) der Matrix der Schicht B, deren Kinematik an allen Element-Knotenpunkten hierfr vollig
unabhéngig von der einer anderen Schicht Bx mit K # L ist, werden aus den Verzerrungsma-
Ren (3.24) der Schicht, deren ersten und zweiten Ableitungen nach allen Verschiebungsvariablen
J u; 1, der Schicht Bz, und den Elementen des Elastizitétstensors C* der Schicht By, berechnet.
Die Gleichungen (2.267) und (3.43) bzw. (2.268) und (3.45) unterscheiden sich jeweils nur durch
die Indizierungen fir die Kennzeichnung aller Gro3en der Schicht By,.

Die Integranden in (3.43) und (3.45), die jeweils mit I, bezeichnet werden, sind nichtlineare Funk-
tionen der Koordinaten ©}, 0%, ©3 (63) und ©3. Mit dem differentiellen Volumenelement dV;,
nach (3.19) kénnen die Integrale in (3.43) und (3.45) analog (2.273) umgeformt und durch das
Verfahren von GAUSS-LEGENDRE numerisch ausgewertet werden:

1 1 Hp

Juav = [ [ [1(e1et.6t(6).0}) pvide; aotael
By, -1-10
nj i nj HL
= Z ZZ ((lL u\/Z) Olmi. Oimi, O i, My 2y 2, 7) : (3.47)
rz=1 y=1 z=1
Als Integrationspunkte der Schicht B, werden im Weiteren die Punkte
0P (i, iy, OF) |5 (3.48)

in der Schichtenreferenzflache und als Integrationspunkte des finiten Mehrschichtenelementes die
Punkte

0P (i, iy, OF (3.49)

)‘ei’:o
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der Schichtenreferenzflache der Schicht B; verstanden.

AbschlieRend soll an dieser Stelle im Vorgriff auf die in Abschnitt 3.2.7 u. a. einzufiihrende tan-
gentiale Steifigkeitsmatrix des finiten Mehrschichten-Elementes der Aufbau der knotenbezogenen
Matrix

[ *K;, O . 0 PFK; O 0
0 *“Ki, . 0 0 . 0
.o .o .o fSKTL .o
0 0 . ssK 0 0 IsK
sfyeY — p=4 A4 2T ng = = =2Tng
Kr=lwk,, o . 0 UK. 0 0 (3:50)
0 . . 0 o Ky, 0
0 0 . YKe,, 0 0 T K s |

veranschaulicht werden, die die knoten- und schichtbezogenen Matrizen /K, zweier Knoten s
und f zusammenfasst.

3.2.7 Tangentiale Steifigkeitsmatrix und Vektor der inneren Kréafte eines finiten
Mehrschichten-Elementes

Aus der Arbeitsgleichung (2.206) wird in Analogie zur matriziellen Formulierung (2.272) die-
ser Gleichung mit den Matrizen und Spaltenvektoren eines finiten Elementes der Einschichten-
Schalentheorie die matrizielle Formulierung eines finiten Elementes der Mehrschichten-
Schalentheorie wie folgt gebildet:

5<EEV)T eiv 4§ (egv>T eK¥ egv _45 (BEV)T eE;/ —0. (3.51)

Es werden durch die diskretisierten Knotenverschiebungsvektoren, vgl. (3.39), der vollstandige
Spaltenvektor der Verschiebungsfreiwerte

w' o= [dun b fuss dun o fun ol gnsugnsf
= [ow’ Gw)” G Gw)” Gw)’ . () e () |
= :(121)1- - ()" )’ ()t (9u%)wT (352)
und durch (3.41) der zu diesem korrespondierende Spaltenvektor der dulReren Kréfte
B = [ R bRar R o bR o LR gnSFagns}T
= [(1Eal)T - (Ee)' R . (PR (9£anS)T}T (3.53)

des finiten Mehrschichten-Schalenelementes eingefiihrt, die sich jeweils auch aus einzelnen Ab-
schnitten der Spaltenvektoren fiir die einzelne Schicht 5, eines Element-Knotenpunktes f, vgl.
(3.40) bzw. (3.42) darstellen lassen. Die Elemente / u; ;. bzw. /, F, ; 1, sind innerhalb der Spaltenvek-
toren erst richtungsweise, dann direktorweise, dann schichtenweise und zuletzt knotenweise anein-
andergereiht. Der zum vollstandigen Spaltenvektor (3.52) der Verschiebungsfreiwerte korrespon-
dierende Spaltenvektor der inneren Krafte

= [ 00" L) L ()" C . ()T . ()] (3.54)
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des finiten Mehrschichten-Schalenelementes wird wegen besserer Ubersichtlichkeit lediglich
durch die Spaltenvektoren /f, der inneren Krafte fir die einzelne Schicht B, eines Element-
Knotenpunktes f, vgl. (3.44), dargestellt. Alle diese Element-Spaltenvektoren (3.52), (3.53) und
(3.54) haben die gleiche Anzahl ng g von Elementen. Die zum vollstandigen Spaltenvektor
(3.52) der Verschiebungsfreiwerte korrespondierende tangentiale Steifigkeitsmatrix

ST . 0 *Kr .. 0 0
0 "Ki oo 0 o . 0 0
.. .o SlKTL
eK¥: 125“ 0 0 QQKH 0 0 (3.55)
0 0 YK;, 0 0 Ky 0
.0 0 . wgms 0 . 0 . YK,

des finiten Mehrschichten-Schalenelementes wird wiederum wegen besserer Ubersichtlichkeit le-
diglich durch die zu den Element-Knotenpunkten s und f gehdrenden, tangentialen Steifigkeitsma-
trizen */ K ; fur die einzelne Schicht B;, vgl. (3.46), dargestellt. Sie hat eine Anzahl von (nE|__th_)2
Elementen. Zum Vergleich sei auf die nur die Elemente der zwei Knoten s und f enthaltende Ma-
trix (3.50) des finiten Mehrschichten-Schalenelementes verwiesen.

Die tangentiale Steifigkeitsmatrix *KY} = °KY (*u") und der Spaltenvektor der inneren Knoten-
krafte ef¥ = °f¥ (*u") sind Funktionen von allen eingefihrten Freiwerten 7w, .

3.3 \ollstandiger Verbund in der verformten Konfiguration

Als ein Sonderfall der spater behandelten allgemeinen Mehrschichten-Schalenkinematiken mit
nicht vollstandigem Verbund zwischen den Schichten im verformten Zustand wird zunéchst der
volle Verbund aller Schichten miteinander im verformten Zustand, der fur den unverformten Zu-
stand durch (3.9) generell vorausgesetzt wird, behandelt.

3.3.1 Mehrschichten-Schalenkinematik in Bereichen mit Schichtenverbund

Sind die Schichten B;_; und By, in der verformten Konfiguration im Punktqp, in S, wie im
Ausgangszustand miteinander verbunden, vgl. (3.9), gilt in jedem Punkt (py in S, fur L > 1:

our, = uL—1|@%71:HL,1 , (356)

vgl. Abb. 3.8. Das heil’t, das Verschiebungsfeld u des mehrschichtigen Schalenkdrpers besitzt Giber
die Schichten B;_, und By hinweg eine sogenannte C,-Stetigkeit. Gilt diese Bedingung uber die
Schichten By, .., B, hinweg, lasst sich zundchst fir jeden Punkt op;, in Sy, fur L > 1, also fur die
Verschiebung der Punkte der Schichtenreferenzflache, schreiben:

L—-1 dg

oug, (01,07) = ous + ZZ (Hy)' g . (3.57)

K=11[=1

Fur das Verschiebungsfeld (3.21) fur jeden Punkt p;, in B, fir L > 1, also flr die Verschiebung
der Punkte innerhalb der Schicht, lasst sich dann schreiben:

L-1 dg

u (04,07,08) = ow + »_ > (Hg) luK—I—Z (©3)" . (3.58)

K=1[l=1
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Referenzkonfiguration

verformte Konfiguration

Abbildung 3.8: Mehrschichten-Schalenkinematik

Es tritt nur eine Referenzflachenverschiebung explizit in den Gleichungen (3.57) und (3.58) auf,
und zwar die Verschiebung ou; der Referenzflache der ersten Schicht, da die Verschiebungen der
Referenzflachen jeder anderen Schicht - bei vollem Verbund der Schichten untereinander - sich
auf diese zurlckfiihren lassen. Der zweite Teil in (3.57) bzw. (3.58) représentiert die Verformung
des Schalenkontinuums zwischen den Schichtenreferenzflachen S; und Sz, und der dritte Teil in
(3.58) stellt die Verformung innerhalb der Schicht B;, selbst dar.

Die so entstehenden Kinematiken sind abhéngig von der Anzahl der Direktoren der jeweiligen
Schicht, die unterschiedlich sein kann. Analog der in Abb. 2.4 dargestellten verschiedenen Ein-
schichtenkinematiken werden in Abb. 3.9 exemplarisch Zweischichtenkinematiken dargestellt, bei
denen in beiden Schichten jeweils die gleiche Anzahl von Direktoren verwendet werden.

3.3.2  Verschiebungsfreiwerte des finiten Mehrschichten-Elementes bei vollem Verbund

In diesem Abschnitt werden zugehdrig zu den in Abschnitt 3.2.6 eingefiihrten vollstdndigen Spal-
tenvektoren reduzierte Spaltenvektoren zuerst am Knotenpunkt £ fiir eine einzelne Schicht (u),
des Weiteren an einem beliebigen Punkt der Schalenreferenzflache fur alle Schichten (u") und
schlieBlich fur alle Knotenpunkte fir alle Schichten des finiten Elementes (°*u') - fur den Fall
des vollstandigen Verbundes zwischen allen Schichten - eingefiihrt. Sie erhalten die nachgestellte
einfache obere Indizierung 0" mit dem Kennzeichen ,,r*, das fir das Wort ,,reduziert” steht. Die
reduzierten Spaltenvektoren sind genauso grof3 wie die jeweils zugehorigen vollstandigen Spalten-
vektoren. Zusatzlich zu den in diesem Abschnitt eingeftihrten reduzierten Spaltenvektoren werden
spater im Abschnitt 4.2 weitere, und zwar fur den nicht vollstdndigen Verbund, eingefiihrt.

Knotenpunkt-Verschiebungsvektoren der Schicht.

Zugehorig zum vollstandigen Spaltenvektor ‘uY, vgl. (3.40), wird unter Berticksichtigung der in
(3.57) und (3.58) dargestellten Verschiebungen der Schicht B;, fir L > 1 ein reduzierter Spalten-
vektor, der die Knotenpunktverschiebungen eines Element-Knotenpunktes f der Schicht B, flr
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Ausgangszustand 2-Schichten- 2-Schichten- 2-Schichten-
Kinematik Kinematik Kinematik
(d,=d,=1) (d,=d,=2) (d,=d,=3)

Abbildung 3.9: Mehrschichten-Multidirektor-Kinematiken — mogliche Verformung des Schalen-
korpers bei unterschiedlichen Kinematiken (unterschiedliche Anzahl von Direkto-
ren)

L > 1 zusammenfasst, durch
T
Tuf = [ 000 {UIL - lfuiL . §LUSL ] (3.59)

eingefuhrt. Dieser enthélt gegeniiber (3.40) - fur den Fall des vollstdndigen Verbundes zwischen
allen Schichten - an allen Knoten f nicht mehr die Verschiebungsfreiwerte 5ujL der Schicht By,
fir L > 1. An deren Stelle stehen die Werte 0 in der Funktion von Platzhaltern. Die tatsachli-
chen Werte flr die Verschiebungen {;ujL, die hier keine Freiwerte mehr sind, kdnnen durch (3.57)
berechnet werden.

Verschiebungsvektoren am Integrationspunkt des mehrschichtigen finiten Elementes.
Des Weiteren werden analog (3.40) der bisher noch nicht verwendete, und nur der Systematik
wegen vorgestellte, vollstandige Vektor der Verschiebungsfreiwerte

T
HVZ[OUM oU21 oU31 1U11 .- QUI2 - (UL - du3ns] (3.60)

und analog (3.59) der zugehdrige reduzierte Vektor der Verschiebungsfreiwerte

T
u = | oui1 oliz1 oUs1 1u1 - 0 . UL . qUspg | (3.61)

fur jeden beliebigen Punkt ( P, der Schichtenreferenzflache der ersten Schicht, zu denen die Inte-
grationspunkte (3.49) des mehrschichtigen finiten Elementes gehéren, aus den zusammengefassten
Verschiebungsfreiwerten aller Schichten an diesem Punkt unter Berticksichtigung von (3.57) und
(3.58) gebildet.

Verschiebungsvektoren des mehrschichtigen finiten Elementes.
Es wird zudem fur das gesamte mehrschichtige finite Element entsprechend dem vollstédndigen
Spaltenvektor der Verschiebungsfreiwerte €uY, vgl. (3.52), ein reduzierter Spaltenvektor der Ver-
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schiebungsfreiwerte

r T
e_f — éull éu21 (l)u;gl %ull .. 0 . ZnujL .. Znsugns}
I T T T T T 77
= [ow" tw)’ L G 0 (G G ()
r T
T T T T T
= | (tu) . (") Cup) oo (up) o (Pu) ] (3.62)

eingefuhrt, der fir den Fall des vollstandigen Verbundes zwischen allen Schichten an allen Kno-
ten f nicht mehr die Verschiebungsfreiwerte gujL der Schicht By, fur L > 1 besitzt, da die in
(3.57) und (3.58) beschriebene Kinematik bei vollem Verbund zwischen allen Schichten nach der
Diskretisierung an allen Knotenpunkten f gilt. Die in (3.52) an Stelle der Nullelemente in (3.62)
stehenden Elemente des reduzierten Spaltenvektors kdnnen wegen der beschriebenen Kopplun-
gen zwischen den Freiheitsgraden vollstandig aus dem zu lésenden Gleichungssystem eliminiert
werden.

3.3.3 Verbundmatrix bei vollem Verbund

Verbundmatrix des mehrschichtigen finiten Elementes.

Auf der Grundlage der in (3.58) beschriebenen Kinematik wird eine Verbundmatrix ¢V?° des fini-
ten Elementes in jedem Punkt o P; der Schichtenreferenzflache der ersten Schicht, also der Scha-
lenreferenzflache definiert, die den reduzierten Vektor der Verschiebungsfreiwerte ¢u" des finiten
Elementes mit dem vollstandigen Vektor der Verschiebungsfreiwerte °u¥ des finiten Elementes in
diesem Punkt verknupft:

‘u’ = VvV’ °u'". (3.63)

Allgemeine Verbundmatrizen V bzw. Verbundmatrizen ¢V, die entsprechend der oberen Vorindi-
zierung durch ,,e* Verschiebungsvektoren eines gesamten finiten Elementes miteinander verknip-
fen, werden im Rahmen dieser Arbeit spater noch weitere eingefiihrt. Die obere Nachindizierung
durch ,,0“ kennzeichnet die spezielle Verbundmatrix fur den Sonderfall des vollen Verbundes al-
ler Schichten miteinander. Man erhalt in matrizieller Schreibweise mit den Vektoren (3.52) und
(3.62):

C w7 [T 0 . 0 0 0 .0.07 77T lw
luy o 1 . 0 0O 0 .. 0 . O o
Lwy 0 1 0 0 0 .0 L
bus | |1 tH L (CH)™ 0 0 0. 0] 0
e [ |]0 0 0 0 1 0 .. 0 hay |
ouL 1 H, . (CH)™ 0 'Hy . 0 . 0 0

L aWs | LLo 0o . 0 0 0 .0 . 1] ][ G s

(3.64)

womit die quadratische Verbundmatrix ¢V fiir das spezielle finite Mehrschichtenelement identi-
fiziert ist. Durch 1 wird wiederum die 3 x 3-Einheitsmatrix angegeben. Durch ¢ H wird die Dicke
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der Schicht L am Knoten e repréasentiert, wobei in (3.64) nur Matrixelemente dargestellt sind, die
Dicken von Schichten am Knoten 1 enthalten. Die Spalten in der Verbundmatrix, die komplett mit
Nullelementen belegt sind, gehtren zu den Zeilen mit Nullelementen im reduzierten Spaltenvektor.
Die Verbundmatrix ist nicht symmetrisch. Die Determinante

det *VY =0 (3.65)
verschwindet, d. h. eine Umkehrung der Verknlpfung in (3.63) ist nicht méglich.

Verbundmatrix am Integrationspunkt des mehrschichtigen finiten Elementes.
Die Beziehung (3.63) kann analog am Integrationspunkt des mehrschichtigen finiten Elementes,
vgl. (3.49), angegeben werden:

u' =V’ (61,07) u, (3.66)

womit die quadratische Verbundmatrix V° (61, ©2) fur alle Punkte P, die ggf. die Integrations-
punkte in der Schalenreferenzflache sind, des speziellen finiten Mehrschichtenelementes identifi-
ziert ist. Die 0. g. Eigenschaften fiir die Verbundmatrix, u. a. (3.65), gelten analog.

e Diese Beziehung lasst sich beispielhaft fur ein dreischichtiges Schalenelement mit einem
Direktor je Schicht folgendermafen darstellen:

o1 1 O O O 0 0 o1
1 0 1 0 0 00 1y
oz | 1 H 0 0 0 0 0
| T llo 0o 0 1 00| %Y | w| (3.67)
ous 1 H 0 Hy 0 O 0
_1113_ __0 O O 0 01_ __1113_

3.3.4 Elementmatrizen und -spaltenvektoren des finiten Mehrschichten-Elementes bei
vollem Verbund

Gleichung (3.63) in (3.51) eingesetzt, liefert:
5(egr)T (eMO)T eV 5(egr)T (EXO)T eK¥ eyo u’ —§ (eur)T (eMO)T EEX —0. (3.68)

Darin werden die reduzierte tangentiale Steifigkeitsmatrix

GK[I_ — (eyO)T GK\{' eyo (369)
und der reduzierte Spaltenvektor der inneren Knotenkréfte
of = (VO)' ef (3.70)

eingefuhrt. Beide Grolken korrespondieren jeweils mit dem reduzierten Spaltenvektor u" aller
Knotenverschiebungsfreiwerte des finiten Elementes. Zur Berechnung der reduzierten Matrizen
K = °K7(°u') und ®f' = °f'(°u’) werden die vollstdndige tangentiale Steifigkeitsmatrix
¢K7 (®u") und der vollstandige Spaltenvektor der inneren Knotenkrafte ¢f' (®u"), die jeweils Funk-
tionen von allen eingefiihrten Freiwerten / w; 1, sind, unter Berticksichtigung der Bedingung (3.56)
berechnet. Durch

eE; _ (eyO)T GEX (371)

wird der Spaltenvektor der duf3eren Knotenkrafte, der mit dem reduzierten Spaltenvektor aller Kno-
tenverschiebungsfreiwerte des finiten Elementes korrespondiert, eingefuhrt. Mit (3.69), (3.70) und
(3.71) wird das zu lésende Gleichungssystem (3.68) zu:

£ 1 °K}u’ — °Ff = 0. (3.72)
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3.4 Randbedingungen

Bedingungen fir die Lagerung des finiten Ein- oder Mehrschichtenelementes, die ihre Gultigkeit
in der Schalenreferenzflache S; haben, konnen, wie in der Methode der finiten Elemente Ublich,
durch Unterbinden einzelner Verschiebungen, also durch das Entfernen von Freiwerten aus dem zu
I6senden Gleichungssystem in einfacher Weise formuliert werden. Zu beachten ist, dass diese Frei-
werte bei der oberflachenorientierten Schalentheorie in der Oberflache des Schalenkdrpers einge-
fiihrt sind und die Randbedingungen damit ebenfalls an der Oberflache vorgegeben werden. Sollen
hinsichtlich der Kinematik anspruchsvollere Randbedingungen formuliert werden, besteht neben
der Moglichkeit des Einbringens von Nebenbedingungen durch LAGRANGE-Multiplikatoren oder
dem Penalty-Verfahren, folgende weitere Moglichkeit.

3.4.1 Randbedingungsmatrix

Das Prinzip der Verbundmatrix, die das Koppeln von Freiheitsgraden fiir den Schichtenverbund ge-
waéhrleistet, wird auf das Formulieren von Randbedingungen, die ihre Gultigkeit nicht in der Scha-
lenreferenzflache S; haben, tibertragen. Die Verschiebungen der Referenzflachen-Ortsvektoren al-
ler Schichten, auBBer der der ersten Schicht, treten wegen der Verbundeigenschaften in den redu-
zierten Spaltenvektoren der Verschiebungen nicht explizit auf, wie im Abschnitt 3.3 gezeigt wurde.
Dariiber hinaus treten in den reduzierten Spaltenvektoren zusatzlich diejenigen Verschiebungen der
Direktoren nicht mehr auf, die durch die Formulierung von speziellen Randbedingungen eliminiert
werden.

Um im Rahmen der Finite-Elemente-Methode spezielle Lagerungsbedingungen zu realisieren,
wird auf das Koppeln von Freiheitsgraden durch die im Zusammenhang mit Mehrschichtenki-
nematiken eingefilhrten Verbundmatrizen ¢V, vgl. in (3.63) und (3.64), eines finiten Elementes
zuriickgegriffen, die fur die Formulierung von Randbedingungen an einzelnen Knoten des finiten
Elementes angepasst werden. Durch die Randbedingung wird der reduzierte Vektor der Verschie-
bungsfreiwerte ¢u" des finiten Elementes mit dem vollstandigen Vektor der Verschiebungsfreiwerte
fu" des finiten Elementes verkn(pft:

eEv — GE eur. (373)

Der infolge Randbedingungen reduzierte Vektor der Verschiebungsfreiwerte ¢u" enthélt neben den
Nullelementen in (3.62) ggf. weitere entsprechend der jeweils formulierten Randbedingung. Die
Randbedingungsmatrizen *R werden in gleicher Weise wie die Verbundmatrix in (3.69), (3.70)
und (3.71) zur Transformation der vollstdndigen Element-Spaltenvektoren (3.53) und (3.54) und
der Element-Steifigkeitsmatrix (3.55) eingesetzt: So werden die infolge Randbedingungen redu-
zierte tangentiale Steifigkeitsmatrix

K = (‘R)’ °K¥ ‘R, (3.74)
der infolge Randbedingungen reduzierte Spaltenvektor der inneren Knotenkrafte
f'=(‘R)" °f’ (3.75)

und der infolge Randbedingungen reduzierte Spaltenvektor der dufieren Knotenkréfte

°F, = (‘R)" °F} (3.76)

erhalten, die in (3.51) eingesetzt werden, um das zu lI6sende Gleichungssystem (3.72) zu formu-
lieren. Zur Berechnung der reduzierten Matrizen *K7 = °K} (°u") und ¢f" = °f" (*u") werden
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Schnittflache
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Abbildung 3.10: Drehgelenk in der Mitte des Schalenkdrpers

Drehgélenk

Referenzflache

die vollsténdige tangentiale Steifigkeitsmatrix °Ky (*u") und der vollstandige Spaltenvektor der
inneren Knotenkréfte °fY (*u'), die jeweils Funktionen von allen eingefiihrten Freiwerten 7 u;
sind, unter Berucksichtigung der Randbedingung berechnet. Durch die Randbedingungsmatrizen
sind generell nur lineare Kopplungen zwischen Kinematen moglich. Bedingungen, in denen die
Kinematen quadratisch, kubisch oder zu héherer Potenz miteinander verknipft werden, kdnnen
damit nicht formuliert werden.

Die Randbedingungen werden im Rahmen der Finite-Element-Methode an einzelnen Element-
Knotenpunkten durch das Koppeln der an einem Knoten vorhandenen Knotenfreiheitsgrade for-
muliert.

3.4.2 Gelenkig feste und gelenkig querverschiebliche Lagerung — bleibender Verbund im
Lagerbereich

Die in (3.73) eingefuhrte Randbedingungsmatrix wird im Folgenden exemplarisch fir eine hin-
sichtlich der Kinematik anspruchsvolle Randbedingung aufgebaut. Bei diesem Beispiel werden
die Randbedingungen fir die Schale im Ausgangszustand formuliert, d. h. im Zustand, in dem
zwischen allen Schichten vollstandiger Verbund besteht. Fiir den Bereich innerhalb eines fini-
ten Elementes, fir den diese Randbedingungen formuliert werden, die ihre Gultigkeit nicht in
der Schalenreferenzflache S; haben, wird der vollstandige Verbund wéhrend des gesamten Bela-
stungsprozesses angenommen. Soll an einem ein- oder mehrschichtigen finiten Element in einem
Punkt eine gelenkige Lagerung nicht in der Schalenreferenzflache S; gelten, sondern im Abstand
O©3M senkrecht zu dieser entfernt, also zum Beispiel in der Mitte der Schalendicke, was der Index
»M* andeutet, 1&sst sich das nicht direkt durch Vorgabe von Freiwerten in dem zu lésenden Glei-
chungssystem formulieren. Daflr ist es notwendig, die Steifigkeitsmatrix des finiten Elementes
anders als durch die Transformation mit der Verbundmatrix zu verandern. Da, wie oben erwéhnt,
durch die Randbedingungsmatrizen generell nur lineare Kopplungen zwischen Kinematen még-
lich sind, bleibt bei einem durch diese Methode realisierten Drehgelenk der Schalenguerschnitt
im Gelenkbereich eben. Zudem eignet sich die folgende einfache Formulierung eines Gelenkes
nicht fur groRe Rotationen um die Gelenkachse. Eine weitere Einschrdnkung fir das vorgestell-
te Gelenk soll aus Grinden der Ubersichtlichkeit dahingehend vorgenommen werden, dass die
im Rahmen der Finite-Element-Methode in Richtung des Basisvektors e des einbettenden kartesi-
schen Koordinatensystems eingefiihrten Verschiebungsfreiheitsgrade, vgl. (3.39), an den einzelnen
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Elementknoten direkt gekoppelt werden. Das heil3t, die Gelenkbedingung soll zundchst nur global,
also in Richtung eines Basisvektors e’ eingebracht werden, vgl. Abb. 3.10, so dass die Gelenkach-
se nicht an den Verlauf einer krummlinigen Elementkante angendhert werden kann. Das Vorgehen
zur Erweiterung auf eine lokale Formulierung wird anschlieRend kurz angesprochen werden. Im
Folgenden werden die Randbedingungen eines festen oder querverschieblichen Drehgelenklagers
in der Mitte der Schalendicke an einem beliebigen Element-Knotenpunkt eines finiten Elementes
formuliert und die zugehérige Randbedingungsmatrix fir ein finites Element angegeben, bei dem
ein Element-Knotenpunkt in der beschriebenen Weise gelenkig gelagert ist.

Die Verschiebungen, die im Gelenk am Element-Knotenpunkt &P, (©1, ©%) entlang der ©7F -Linie
auftreten, werden nur mit Hilfe des Referenzflachen-Verschiebungsvektors und der 1. Direktoren
jeder Schicht formuliert. Letztere werden durch die Kopplungen mit Hilfe der Randbedingungsma-
trix alle auf den Referenzflachen-Verschiebungsvektor zuriickgefihrt, so dass nur der Freiheitsgrad
in Richtung des Basisvektors e’ dieses einen Verschiebungsvektors im reduzierten Spaltenvektor
der Verschiebungsfreiwerte unabhéngig ist, d. h. im Gleichungssystem verbleibt.

Die Referenzflache der Schicht 3, dient als Bezugsflache fiir die Beschreibung der Lage des Dreh-
gelenkes, das in den Koordinaten dieser Schicht sich an der Stelle ©3 = ©3M befindet. Ist das
Gelenk in der Mitte der Schalendicke, gilt

QM — Z Hy (3.77)

mit ng als Anzahl aIIer Schichten und ¢H; = H;. Da durch die Randbedingungsmatrix Verschie-
bungen, die auf das einbettende raumfeste kartesische Koordinatensystem bezogen sind, gekoppelt
werden, ist zu beachten, dass sich die nachfolgend formulierten Bedingungen zunéchst auf eine
beliebige der drei Raumrichtungen e; auswirkt. An Stelle der Knotenpunkt-Verschiebungen der
anderen beiden Richtungen werden fiir eine gelenkig feste Lagerung im reduzierten Spaltenvektor
der Verschiebungsfreiwerte Nullelemente eingetragen, d. h. sie werden aus dem zu I6senden Glei-
chungssystem entfernt. Fir die gelenkig querverschiebliche Lagerung verbleiben die Knotenpunkt-
\erschiebungen der anderen beiden Richtungen in dem zu I6senden Gleichungssystem und werden
durch die Randbedingungsmatrix nicht beeinflusst. Die Richtung e;, fiir die die Bedingung formu-
liert wird, sollte nicht mit der Dickenrichtung der Schale zusammenfallen, da sonst an Stelle einer
Drehgelenkwirkung die Dickendnderungen der Schichten in ein festes Verhéltnis zueinander ge-
bracht wirden. Mit Hilfe des Strahlensatzes ergibt sich fur kleine Drehbewegungen um den Punkt
P (01,62 63M) und nur kleine Dickenanderungen der Schichten die lineare Abhangigkeit der
Referenzflachenverschiebungen in die Richtungen e;:

(e)uz‘l . 8%‘2 . 8%‘3 . Suzfl . (3 78)
oM — (Z HK)
K=1

oM oM—H,  OM—-H —H,
Die Referenzflachenverschiebungen jeder Schicht B;, fir L > 1 lassen sich demnach durch

Ui = <1 - (Z HK> CHoN > Cui (3.79)

als Vielfache der Referenzflachenverschiebung §u;; der Schicht 3, ausdriicken. Mit der Kinematik
(3.57) des vollstandigen Verbundes zwischen allen Schichten, der an einem solchen Gelenk fur den
gesamten Verformungsprozess vorausgesetzt wird, gilt auch
L—1
Guin = guin+ Y Hi Suix (3.80)
K=1
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was zusammen mit (3.79) auf

e
oUi1

- (3.81)
oM

[
1Ui L =

fuhrt. Das beschreibt den Anstieg der um die Gelenkachse geneigten Querschnittsebene, der flr
jede Schicht gleich ist. Gilt diese Gelenkbedingung in Richtung des Basisvektors e’ z.B. am
Element-Knotenpunkt P, vgl. (2.208), kann Gleichung (3.73) matriziell wie folgt geschrieben
werden:

Lu, 1 0 ..000 . 0 . Ly
Ly —(@3M~! 0..000 . 0. 0
L 0 0 ..000 . 0 . 0
Lu, 1— Hy (e3W)~! 0..000 .0 . 0
la, | = —(@3W~! 0..000.0.|®1 0
. - .
lay, 1—(2 HK)(G){’M) 0 ..000 . 0 . 0
K=1
| agUes ||| 0 0.000.0.] || o]
(3.82)
mit
100 00 0 00 0
1,=|1000], 1,=[010|, 1,=|000]. (3.83)
000 00 0 00 1

Die Mal3zahlen der Verschiebungen in den Spaltenvektoren in (3.82) werden wie in (3.39) beziig-
lich der Basis e; dargestellt, so dass mit ¢ = 1 in (3.82) durch 1, die erste Mafzahl von ju;, und
zwar juy 1, angesprochen wird, mit < = 2 in (3.82) durch 1, die zweite Malzahl von }u,, und zwar
Jusz1, angesprochen wird und analog mit < = 3 die dritte (Ju3). Man vergleiche die entstande-
ne Randbedingungsmatrix mit der Verbundmatrix in (3.64). Die formulierte Randbedingung kann
z.B. an zwei benachbart oder 3 in Reihe liegenden Element-Knotenpunkten des finiten Elementes
angewendet werden. Im reduzierten Vektor der Verschiebungsfreiwerte ¢u' des finiten Elementes
in (3.82) verbleiben z. B. bei 3 gelenkig fest gelagerten Elementknoten die Verschiebungen }u;,
gu“, %uil oder éuil, guil, 8u,~1 oder %u“, gu“, %u“ oder %uil, guil, (l)u“.

Um bei krummlinigen Elementrandern die Gelenkachse dem Verlauf der Elementkanten anpassen
zu konnen, ist es naheliegend, die Gelenkwirkung bezuglich einer der Richtungen A ¢ der Schalen-
referenzflache vorzuschreiben. Dadurch kénnen Zwangungen durch die Lagerung hervorgerufen
werden. Stellt man die Gelenkbedingungen (3.79) und (3.80) mit den in Abb. 3.10 dargestellten
\erschiebungsvektoren

‘up = fuire’ = S, AY = Sul,; AS , wobei SUL, = SUal (3.84)
durch deren MaRzahlen §u., , beziiglich der Basis A{ dar, kann analog (3.73) eine Beziehung

‘u’'= ‘R °u’. (3.85)
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formuliert werden, die matriziell analog (3.82) durch

[, 1 [T 1 e 00 LT IR
Stay .. e e e Jtay
Stz .. e e e Jusy
i, Ua1 0 .. 0 L0 0
B = L—1 . 1 ®la
1 1_(2 HK) @m0 0. 0

K=1
1oL — (©3m)~! W .0 0 . 0
|G Usns | LL 0 W 0 L0 ] 1L o |
(3.86)

geschrieben werden kann. Die Uberstriche an den GroRen in (3.85) zeigen an, dass die Elemente
der Spaltenvektoren auf die Basis A{ bezogene Verschiebungsmafzahlen sind und der Randbe-
dingungsmatrix eine lokale Formulierung zu Grunde liegt. Die VerschiebungsmafRzahlen kénnen
mit Hilfe der Transformationsbeziehung

(Unr = Guire - Aa (3.87)

durch VerschiebungsmafBzahlen geschrieben werden, die auf das einbettende kartesische Koordi-
natensystem bezogen sind. Diese Beziehung liege der quadratischen Transformationsmatrix €T
zugrunde, so dass

eﬁv — ei euv’ EEI’ — ei eur (388)

gelte, womit Gleichung (3.73) zu

‘u'=°"T 'R °T “u' (3.89)
mit der Randbedingungsmatrix

‘R=°"T '‘R°T (3.90)

erhalten werden kann. In ¢u" missen fiir das feste gelenkige Lager wiederum zwei der drei Ver-
schiebungsfreiwerte ju;; mit Nullelementen belegt, das heif}t, fir die Losung des Gleichungs-
systems zundchst entfernt werden. Sie sind vollstdndig abhéngig von den verbleibenden Ver-
schiebungsfreiwerten und kénnen nach der Losung des Gleichungssystems durch die formulierten
Randbedingungen berechnet werden.

3.4.3 Gelenkig feste und gelenkig querverschiebliche Lagerung — fehlender Verbund im
Lagerbereich

Im vorangegangenen Beispiel wurden die Randbedingungen flr die Schale im Ausgangszustand
formuliert, d. h. im Zustand, in dem zwischen allen Schichten vollstandiger Verbund besteht. Soll
der vollstandige Verbund fur den Bereich innerhalb eines finiten Elementes, fir den Randbedingun-
gen formuliert werden, die ihre Gultigkeit nicht in der Schalenreferenzflache S; haben, nicht mehr
fur den gesamten Belastungsprozess des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens angenommen werden,
ist mit dem Verlust des Verbundes auch die Randbedingungsmatrix anzupassen. Dabei ist dann an
Stelle von (3.80) die entsprechende Kinematik, die in Abschnitt 4 eingefiihrt wird, anzuwenden.
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3.5 Numerische Beispiele
3.5.1 Kragbalken — Versteifungseffekte

Im Allgemeinen weisen finite Elemente, die, wie das hier vorgestellte, reine Verschiebungsele-
mente sind, in bestimmten Situationen ein zu steifes Elementverhalten auf, das unter dem Begriff
»locking® bekannt ist. Entsprechend ihrer Ursache aus mechanischer Sicht, werden verschiedene
Arten der Versteifungseffekte benannt. Eine Ubersichtliche Klassifizierung befindet sich u.a. in
[ECKSTEIN 1999], [BiSCHOFF 1999], [SCHLEBUSCH 2005]:

1. Querschub-Locking (engl.: transverse shear locking)

2. Dicken-Locking gekrimmter Elemente (kurz: Krimmungs-Locking) (engl.: curvature
thickness locking)

3. PoissoN-Dicken-Locking (engl.: PoissoN thickness locking)

4. Membran-Locking (engl.: membrane locking)

5. Schub-Locking (engl.: in-plane shear locking)

6. Volumen-Locking oder Po1ssoN-Locking (engl.: volume locking)

Dabei sind aus Spannungen bzw. Verzerrungen, die in der exakten dreidimensionalen Lésung des
kontinuumsmechanischen Problems nicht vorkommen, resultierende Energien die Ursache einer
zusatzlichen, kinstlichen Steifigkeit des Elementes. In der Literatur werden zahlreiche ,,locking®-
vermeidende Malinahmen genannt: die selektive reduzierte Integration, die Assumed Natural
Strain (ANS)-Methode, die Diskrete Shear Gap (DSG)-Methode, die Methode der inkompatiblen
Moden, oder die Enhanced Assumed Strain (EAS)-Methode. Diese MaRRnahmen basieren darauf,
die kinematischen Ansétze durch Entfernen oder Ergdnzen von Spannungs- oder Verzerrungs-
anteilen in der Schalenformulierung anzupassen, um die aus mechanischer Sicht erforderlichen
Spannungs- oder Verzerrungszustande durch das finite Element erhalten zu kénnen.

In [SCHLEBUSCH 2005] wird erwahnt, dass das Verhéltnis der zusatzlichen Steifigkeit aus
»locking® zur Gesamtsteifigkeit des Elementes in Abhangigkeit eines jeweiligen Parameters ge-
gen Unendlich gehen kann. Dieser Parameter ist beim Querschub-Locking die Dicke und beim
Pol1ssoN-Dicken- bzw. Volumen-Locking bei Verwendung isotropen Materials die Querkontrak-
tionszahl.

Je mehr Reihenglieder im Verschiebungsansatz (2.42) mitgefihrt werden, desto besser wird das
tatsachliche Verschiebungsverhalten des Schalenkontinuums approximiert, desto mehr tritt auch
die Bedeutung des ,,locking“ in den Hintergrund. Durch mehrschichtige Schalenmodelle wird das
tatséchliche Verschiebungsverhalten des Schalenkontinuums mit zunehmender Schichtenanzahl
ebenfalls immer besser approximiert. In [BRAUN et al. 1994] wird darauf hingewiesen, dass ins-
besondere das Dicken-Locking mit zunehmender Schichtenanzahl verschwindet. Bereits lineare
\erschiebungsansatze, die auf konstante Verzerrungen in Dickenrichtung innerhalb jeder Schicht
fiihren, kdnnen einen Gber die Gesamtdicke der mehrschichtigen Schale linear veranderlichen Ver-
zerrungsverlauf in Dickenrichtung gut annéhern. Da im Rahmen dieser Arbeit zum Zweck der Un-
tersuchung von Verbundverhalten Mehrschichten-Schalenmodelle mit mindestens zwei Schichten
eingesetzt werden, die zudem wegen dem Erfordernis einer ausreichend genauen Spannungsbe-
rechnung im Schalenkontinuum auf Multidirektor-Ansétzen beruhen, werden wegen der damit ver-
bundenen hohen Anzahl von Verschiebungsfreiwerten die ,,locking“-Effekte also nur von geringer
Bedeutung sein, so dass hier keine zusatzlichen ,,locking“-vermeidenden MalRnahmen getroffen
werden mussen.

Die Eigenschaften hinsichtlich der Giite der Approximation des Verschiebungsfeldes der in den
vorangegangenen Abschnitten eingefuihrten Mehrschichten-Multidirektor-Schalentheorie und der
beschriebenen FE-Umsetzung soll anhand eines eingespannten Kragtrégers aufgezeigt werden, der
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in [BRAUN et al. 1994] fir den Vergleich von 5-, 6- und 7-Parameter-Schalentheorien herangezo-
gen wurde.

Dicker Kragbalken: Last Gber Dicke verteilt.

In einem ersten Beispiel wird ein Kragbalken mit den Abmessungen [ = 10cm, h = 1cm,
b = 1cm, vgl. Abb. 3.11, mit einem isotropen Material (Elastizitatsmodul £ = 100000 N/cm?,
Querdehnzahl v = 0, 4) untersucht. Am Balkenende wird die Gesamtlast p = 100 N/cm eingetra-

Abbildung 3.11: Kragbalken (I = 10c¢m, h = 1em, b= 1em, p = 100 N/cm)

gen, deren Verteilung Uber die Dicke auf der Stirnflache des Balkens, wie im Detail der Abb. 3.11
dargestellt, durch die quadratische Funktion

7 (6%) = 6p (i - (@3 - %) ) % (3.91)

beschrieben wird. Der zu dem Lastvektorfeld F, = pA3 gehorende Spaltenvektor der Direktor-
krafte wird mit Hilfe von Gleichung (2.167) zu

1 p
Ck _ 0, 5p
o= [ | (oo | #7(6%) Asder = | (0 | oAy, (392)
0| (8% 0,2p

Die Berechnung erfolgt mit 5 finiten einschichtigen Schalenelementen mit je 3 Direktoren. Die
Schalenreferenzflache ist in Abb. 3.11 grau dargestellt. Beim Vergleich der durch eine geome-
trisch lineare Finite-Element-Berechnung erhaltenen Durchbiegung am Kragarmende mit der Re-
ferenzlésung nach Balkentheorie bei Berlicksichtigung des Schubanteils wird eine Abweichung
von 1, 75% von der analytischen Losung

_pbl®  6pbl

w=Srr + sCh = 4,0336 cm (3.93)

mit I = bh3/12 und G = E/(2 (1 + v)) ermittelt. Damit ist eine gute Ubereinstimmung erzielt
worden. Die Berechnung weist keine Versteifungseffekte auf. Die Berechnung erfolgt im Weiteren
geometrisch nichtlinear.
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Dicker und diinner Kragbalken: Last an Unterkante, unterschiedliche Anzahl von Freiheits-
graden.

In einem zweiten Beispiel werden die FE-Losungen bei Verwendung unterschiedlicher An-
zahl von Schichten und Direktoren miteinander verglichen. Bei den Untersuchungen werden
»locking“-Effekte und numerische Effekte gleichzeitig betrachtet. Es handelt sich dabei um Krag-
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(@!=10em,h=1cm,b=1em,p=100N/cm (b) I = 100em, h = 0,333¢m, b = 1em,
p = 8,30844mN/cm

Abbildung 3.12: Kragbalken gleichen Materials und gleicher Elementierung
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Abbildung 3.13: Abweichungen der Durchbiegung am Kragbalkenende in Abhangigkeit der
Schichtenanzahl und der Anzahl der Direktoren bzgl. wgick bzw. wggnn; Klam-
merwerte: Freiheitsgrade je FE-Knoten

balken, wie sie in Abb. 3.12 dargestellt sind, mit einem isotropen Material (Elastizitdtsmodul
E = 100000 N/cm?, Querdehnzahl v = 0, 4) und einer Breite von b = 1cm, die hier jeweils
am Balkenende an der Balkenunterkante durch eine Vertikallast belastet sind. Die Durchbiegung
des Balkenendes in der oben liegenden Schalenreferenzflache (grau gekennzeichnet) wurde in
zwei verschiedenen Geometrien und Belastungen mit jeweils 5 finiten Ein- und Mehrschichten-
Schalenelementen mit unterschiedlicher Anzahl von Direktoren geometrisch nichtlinear berechnet.
Die zu dem Lastvektorfeld gehdrenden Direktorkrafte jeweils an der letzten Schicht wurden mit
Hilfe von Gleichung (2.180) ermittelt.

Ein im Verhéltnis zur Balkenlange dicker Balken (I = 10¢m, h = 1cm), vgl. Abb. 3.12(a),
dessen Geometrie und Material dem aus dem vorangegangenen Beispiel entspricht, wurde mit
einer Last p = 100 N/cm belastet, so dass sich die Biegelinie einer Linie in der Referenz-
flache so ergibt, wie als gestrichelte Linie in der Abbildung eingezeichnet (am Kragarmen-
de nach Balkentheorie ohne Beriicksichtigung der Schubverformung eine Durchbiegung von
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Waickanalyt. = Pb1%/(3ET) = 4,00 cm bei Lasteintrag in Héhe der Mittellinie). Ein im Verhéltnis
zur Balkenlange schlanker Balken (I = 100cm, h = 0,333 c¢m), vgl. Abb. 3.12(b), wurde mit
einer Last p = 8,30844mN/cm belastet, so dass sich die Biegelinie einer Linie in der Re-
ferenzflache so ergibt, wie als gestrichelte Linie in der Abbildung eingezeichnet (am Kragar-
mende nach Balkentheorie ohne Beriicksichtigung der Schubverformung eine Durchbiegung von
Wainnanatyt. = pb1*/(3ET) = 9,00 ¢ bei Lasteintrag in Hohe der Mittellinie).

In Abb. 3.13 sind die Abweichungen von den jeweiligen Referenzlésungen der Durchbiegungen
des Kragarmendes, und zwar jeweils in Hohe der Schalenreferenzflache, bei den einzelnen Varian-
ten der Berechnungen mit verschiedenen Anzahlen von Schichten und Direktoren dargestellt. Als
Referenzlésung dient in Abb. 3.13(a) die Durchbiegung wgick = 3, 899 cm der Referenzflache am
Kragarmende bei der Berechnung mit 3 Schichten mit jeweils 3 Direktoren und in Abb. 3.13(b)
die Durchbiegung wginn = 8,790 cm der Referenzfliche am Kragarmende bei der Berechnung
mit ebenfalls 3 Schichten mit jeweils 3 Direktoren. Die verbleibenden Abweichungen von etwa
—2% gegenlber den analytischen Lésungen sind auf die Vernetzung zuriickzufiihren und darauf,
dass die Berechnungen geometrisch nichtlinear durchgefiihrt wurden. Bei den Berechnungen mit
einer Schicht mit einem Direktor besitzt der Balken 6 Freiheitsgrade je Knoten, bei 2 Direkto-
ren 9 und bei 3 Direktoren 12 Freiheitsgrade je Knoten. Bei Erhéhung der Anzahl der Schichten
wurde die Anzahl der Direktoren in jeder Schicht gleich belassen. Die Werte in Klammern an
den einzelnen Berechnungspunkten in Abb. 3.13 geben die Anzahl der Freiheitsgrade an jedem
Finite-Elementknotenpunkt bei der jeweiligen Rechnung an. Der Referenzflachen-Ortsvektor je-
der Schicht B;, fur L > 1 ist entsprechend der in Abschnitt 3.3 vorgestellten Verbundkinematik
mit vollstandigem Verbund mit der angrenzenden Schicht gekoppelt.

Bei den gewahlten Konstellationen weisen die Ergebnisse der Abb. 3.13(a) und 3.13(b) nur ge-
ringfligige Unterschiede auf. Sie sind hinsichtlich der Verhaltnisse von Belastung zu Geometrie
so gewdhlt, dass durch das FE-Schalenmodell richtige Ergebnisse erhalten werden. Wiirde in den
Systemen die Last erhoht oder der Balken schlanker gestaltet, wiichsen die dargestellten Abwei-
chungen schnell an, so dass die Berechnungen unbrauchbar wirden. Im System des dicken Balkens
in Abb. 3.12(a) ist das erst bei im Verhaltnis zur Balkenlange groRerer Durchbiegung der Fall, als
im System des schlanken Balkens in Abb. 3.12(b), was auf numerische Effekte zurtickzufiihren ist.
Die Abb. 3.13(a) und 3.13(b) zeigen, dass sich sowohl durch Erhéhung der Anzahl der Schichten,
als auch durch Erhéhung der Anzahl der Direktoren und erst recht durch Erhéhung beider Grolien
gleichzeitig eine Verbesserung der Ergebnisse erzielen l&sst und die Versteifungseffekte abneh-
men, wobei die hohere Direktorkinematik, insbesondere die mit 2 Direktoren die fiir diesen Fall
effektivste Variante zu sein scheint.

Dicker Kragbalken: Last an Unterkante, Spannungen.

Im Folgenden werden am numerischen Beispiel 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungen mit
CAUcCHY-Spannungen verglichen. Abbildung 3.14 zeigt auf verschiedene Weisen berechnete
Hauptspannungen in GroRe und Richtung angetragen in jeweils einem in der Mitte der Balken-
breite b gefuhrten vertikalen Schnitt 1angs durch das System des dicken Balkens, vgl. Abb. 3.12(a).
\on den drei ermittelten Hauptspannungen mit ihren senkrecht aufeinander stehenden Richtungen
wurde in den Punkten des Schnittes jeweils die dargestellt, deren Richtung mit der Richtung der
Balkenléngsachse den kleinsten Winkel einschliet. Der Spannungszustand in Abb. 3.14(b) wurde
entsprechend den Gleichungen (2.109) und (2.111) aus dem CAUCHY-Spannungstensor (2.107)
mit den Hauptspannungsrichtungen (2.112), die in den Abbildungen durch die kurzen schwarzen
Linien an einigen Punkten dargestellt sind, berechnet. Der Spannungszustand in Abb. 3.14(a) wur-
de analog aus dem 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor (2.87) berechnet. Es ist zu erkennen,
dass die 2. PloLA-KIRCHHOFF-Spannungen beziglich der Lage des Balkens im unverformten Zu-
stand, namlich entlang der Horizontalen, punktweise die Richtungen der an dem Balken zu erwar-
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(@) Piola-Kirchhoff-Spannungen (b) Cauchy-Spannungen

Abbildung 3.14: Hauptspannungen (Richtungen entsprechend den punktweise eingetragenen
kurzen schwarzen Linien) aus dem Piola-Kirchhoff- und dem Cauchy-
Spannungstensor in N/cm? an einem Vertikalschnitt durch den Balken

tenden Spannungstrajektorien - an der Oberseite Biegenormal-Zugspannungen, an der Unterseite
Biegenormal-Druckspannungen - abbilden, wéhrend die physikalischen CAUCHY-Spannungen sie
beziglich der Lage des Balkens im verformten Zustand abbilden. In der Mittellinie, der neutralen
Faser, sind die Schubspannungen aus Querkraft am groRten, wéhrend die Biegenormalspannungen
Null sind, was eine Verdrehung der Hauptspannungen gegen die Achsen des jeweiligen Koordina-
tensystems zur Folge hat. Die Richtungen dieser zwei Spannungsarten unterscheiden sich also in
der dargestellten Weise, hinsichtlich der Betréage ist hier kein Unterschied zu erkennen. Die Bezie-
hungen der Spannungstensoren zueinander sind in (2.88) angegeben. Das System besteht aus einer
Schicht mit 3 Direktoren, also 12 Freiheitsgraden je Knoten. Damit ist der Verlauf der Spannun-
gen von Referenzflache zur gegeniiberliegenden Oberflache des Balkens durch eine quadratische
Funktion approximiert. Diese hohe Glite des Spannungszustandes ist bei der spateren Ermittlung
interlaminarer Spannungen von Vorteil. Hinsichtlich des Vergleiches der physikalischen Interpre-
tierbarkeit der in (2.82) eingefuhrten CAUCHY- und in (2.87) eingefiihrten PIOLA-KIRCHHOFF-
Spannungsmalizahlen sei auf Abschnitt 2.5.5 verwiesen.

3.5.2 Kreisbogentrager — Dreidimensionale Spannungszustande

Die Eigenschaften hinsichtlich der Giite der Approximation des Spannungszustandes der in
den vorangegangenen Abschnitten eingefiihrten Mehrschichten-Multidirektor-Schalentheorie und
der beschriebenen FE-Umsetzung soll anhand einer Simulation aufgezeigt werden, flr die in
[GIRKMANN 1963] analytische Berechnungen durchgefuhrt wurden, die als Vergleich dienen.

An den Réndern ¢ = 0 und ¢ = « der in Abb. 3.15(a) dargestellten Scheibe wirken die dufl3eren
Momente M. Um den dabei im Schalenkontinuum auftretenden Spannungszustand als einen ebe-
nen auffassen zu kénnen, muss die Scheibendicke A klein gegeniiber den Gbrigen Abmessungen
sein. In [GIRKMANN 1963] wird der Spannungsverlauf

21,2
o= — M . (—a2 InZ 452+ @ In 9) (3.94)
p (02 =) — 4022 (n 2)°) a b a
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Schalenreferenzflache

(a) Bogenausschnitt der Dicke h, System von GIRK-  (b) Finite-Element-Modell (Schnitt durch die zweischich-
MANN tigen Schalenelemente)

Abbildung 3.15: Reine Biegung des Kreisbogentragers

fur die Spannungen in Radialrichtung und

272
o, = — 4M - ((bQ—QQ)—a21nf+b21ni—¥hlé)
h((bQ_a2)2—4a2b2 (In?) ) ¢ v !

(3.95)

fur die Spannungen in Bogenrichtung unabhéngig vom Bogenwinkel « angegeben. In Abb. 3.15(a)
ist der Verlauf der Spannungskomponenten o, und o, fur den Fall b = 2a dargestellt. Jeder
Querschnitt an einer beliebigen Stelle o bleibt bei der Verformung eben. Es kénnen in der Finite-
Element-Simulation tiberhaupt nur dann anndhernd die analytisch berechneten Spannungsverlaufe
erwartet werden, wenn neben einer ausreichend guten Vernetzungsdichte die duf’eren Momente
durch das Lastvektorfeld F,, vgl. Abb. 3.15(b), entsprechend dem errechneten Verlauf von o, auf
die Endquerschnitte der Scheibe bertragen werden. Ansonsten liegen Randstérungen vor, deren
Einfluss sich nach dem Prinzip von DE ST.-VENANT Uber Randbereiche der Scheibe, deren Lénge
nach GIRKMANN etwa gleich der Scheibenhdhe b — a angenommen werden kann, erstreckt.

Fur die Finite-Element-Simulation wird ein Bogenausschnitt mit o« = 180° und @ = 2,5m,
b=>5,0m, h =0,1m gewahlt, s. Abb. 3.15(b), der mit nur 5 zweischichtigen Schalenelementen
vernetzt wird. Die Schichten haben jeweils die Dicke von H; = H, = 1,25 m. Die Lage der Scha-
lenreferenzflache ist bei » = b an der Bogenaul3enseite. Damit ergeben sich die Schalenkoordinaten
der Schichten in Abhangigkeit von der Koordinate r zu

Ol (r)m=b—r=5m—r, O3 (M m=a+Hy—r=3"T5m—r. (3.96)

Die Wahl des Materials, Isotropie vorausgesetzt, hat keinen Einfluss auf die zu ermittelnden Span-
nungszustande. Die Querdehnzahl wurde v = 0 gewahlt. Der Bogen ist statisch bestimmt an einem
Knotenpunkt gelagert. Der Funktionsverlauf F, = o, ey, vgl. (2.154), in Schalendickenrichtung
der duBeren Belastung wird im Folgenden auf die zwei Schichten verteilt, vgl. (3.34), und ent-
spricht dem Moment M = 0, 1 kN'm, das an den Bogenenden wirkt. Innerhalb der Schichten wird
jeweils ein Ansatz mit 3 Direktoren gewahlt (d; = d» = 3 in (3.13)), um die analytisch ermittel-
ten Spannungsverlaufe insbesondere in die Schalendickenrichtung so gut wie méglich erhalten zu
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konnen. Die Spaltenvektoren der Direktorkrafte (3.37) werden fur die Schichten B; und B, nach
der Berechnungsvorschrift (3.38) berechnet, wobei die darin vorkommende Determinante 1 des
Schalentensors zur Integration ber das Volumen gehort und fir die hier vorliegende Kanten- bzw.
Linienlast ohne Einfluss bzw. Eins ist. Der Spaltenvektor ergibt sich mit den 0. g. AbmaRen fur die
Schicht B; zu

OFal b
i} F
Eal - ;FZi - / Ql (@? (7")) X Fa (T) dr
3Fa1 r=ati
X 1 0,59223 kN/m
O3 (r) m 0, 28185 kN
_ / (6%) my? | ) dreey = | e v | e 39D
r=atty | (93 (r) m)? 0,16147 kNm?
und fir die Schicht B5 zu
OFa2 a+Ho
. F
o = |k | = / Q, (63 (r)) @ Fa(r) dr
3Fa2 r=a
ot Hy 1 —0,59222 kN/m
03 (r) m —0, 54157 kN
- / © () my | IOy = sk | e (399)
r=a | (@3 (r) m)® —0,54185 kNm?

Die so errechneten Linienlasten entlang der Schalendicke a wirken an den Direktoren der jeweili-
gen Schicht an beiden Enden des Halbbogens tber die gesamte Scheibendicke /. Die GroRtwerte
der Spannungskomponente o, werden an den Laibungen allgemein und fur den Fall b = 2a in
[GIRKMANN 1963] wie folgt angegeben:

AM
Utp|r:a = - <b2 —a®>—2v%1n é)

h (02 = a2)? — 4022 (1n 2)°) a
M
= 7,76 =5 = 1,24 kN/m? (3.99)
a
und
Ol — M 5 (b2 —a®—2a*In 9)
h (02 = a)? — 4022 (0 2)°) a
M
= —4,91—— = —0,780 kN/m* . (3.100)

a’h
Der GroRtwert der Spannungskomponente o, wird fur den Fall b = 2a wie folgt angegeben:

M
Ormax = 1,05 5 = 0,168 kN/m? . (3.101)
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Abbildung 3.16: Reine Biegung des Kreisbogentragers - Spannungen

In Abb. 3.16 ist der Verlauf der Spannungskomponenten o und o, als Ergebnis einer geometrisch
nichtlinearen Finite-Element-Berechnung abgebildet, die sich von der geometrisch linearen nur
unwesentlich unterscheidet. In Abb. 3.16(a) ist die Spannung o, = o/, vgl. (2.107), in Umlauf-
richtung und in Abb. 3.16(b) die Spannung o, = ¢33, vgl. (2.107), in Radialrichtung dargestellt.
Ein Vergleich dieser errechneten Spannungen mit den analytisch nach (3.94) und (3.95) ermittelten
wird in Abb. 3.16(c) und Abb. 3.16(d) vorgenommen, wobei die durch die FE-Simulation erhalte-
nen Spannungsverlaufe jeweils durch die Linien mit Quadratsymbolen représentiert werden. In den
Diagrammen wird der Verlauf der Spannungen entlang der Bogendickenrichtung, also entlang des
Radius r dargestellt. Beide Spannungskomponenten werden bei Verwendung von 9 zweischich-
tigen Schalenelementen mit vertretbarer Ubereinstimmung zur analytischen Lésung erhalten. Bei
Vernetzung mit 9 einschichtigen Schalenelementen ergeben sich bereits dhnliche Ubereinstimmun-
gen.

4 Erweiterungen zur Mehrschichten-Schalentheorie
4.1 Modellbildung

Die im Zusammenhang mit Laminattheorien am haufigsten zum Einsatz kommenden Versagens-
kriterien sind die bereits in Abschnitt 1.3.5 aufgefuhrten Kriterien, das Kriterium der maxima-
len Spannungen, das TsAI-HILL-Kriterium, das TsAI-Wu-Kriterium, das Kriterium von HASHIN
und das Kriterium von Puck. Im Rahmen dieser Arbeit wird ein einfaches \ersagenskriterium
ausschlieBlich fir den Verbund zwischen zwei Schichten des Mehrschichtenmodells eingefihrt,
das in Anlehnung an das Kriterium von HASHIN, vgl. [HASHIN 1980], formuliert wird. Danach
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liegt Delamination vor, wenn allein die interlaminaren Spannungen einen Grenzzustand erreicht
haben. Es ist nicht Bestandteil dieser Arbeit, die nachfolgend beschriebene Versagensflache ex-
perimentell abzusichern. Das auf vollstandigen dreidimensionalen Spannungszustanden beruhen-
de Versagenskriterium, das lastschrittweise an den Schichtgrenzen ausgewertet wird, entscheidet
uber den Verbundzustand an der Stelle der den Integrationspunkten zugeordneten Punkten in der
Schichtgrenze und damit auch tber den davon abhangigen Verbundzustand an den Knoten der
finiten Elemente. Die Werte der Parameter des \Versagenskriteriums werden z. T. auf der Grund-
lage von Simulationen von Verbundversuchen (Laschenabzugsversuchen) mit einem Zweischich-
tenmodell bestimmt, wie in Abschnitt 5.2 gezeigt wird, und z. T. direkt in Versuchen ermittelt.

Abriss  Fotoausschnitt Lasche
< I . .................................... ! ‘ i ‘
F2 | Verbundbereich | Betongrundkdrper
........ > ‘ ‘
2
< .....

Abbildung 4.1: Seitenansicht des Laschenabzugsversuches (Prinzipskizze)

Léangsriss Schrégrisse Betongrundkorper
(Delamination) (durch Modell nicht erfasst) (aus Altbeton)

Bereich mit erkennbarer Bereich mit iiberwiegend
Ablosung des Schidigung des Laschenkontinuums
Laschenkontinuums )

Verbundbereich

Abbildung 4.2: Seitenansicht der Textilbetonverstarkungsschicht (Lasche) mit Delamination und
Rissbild

Uberschreitet der Spannungszustand in einem Punkt in der Oberflache einer Schicht die Grenze
der zul&ssigen Spannungszusténde, werden am zugehdérigen Elementknoten, in dessen Gebiet der
Punkt liegt, Freiheitsgrade an der entsprechenden Schicht eingefiihrt, die Relativverschiebungen
zwischen den Schichten ermdglichen. Dariber hinaus werden ab diesem Zeitpunkt in der Ober-
flache der entsprechenden Schicht in allen angrenzenden Gebieten, die zu diesem Elementknoten
gehoren, auch die der ggf. vorhandenen Nachbarelemente, diese zusétzlichen Freiheitsgrade bei
der Darstellung des Verschiebungszustandes berlicksichtigt. Das heif3t, in diesen Gebieten hat De-
lamination stattgefunden. Genauer wird dieser Vorgang in Abschnitt 4.2.3 beschrieben. Durch die
in Abb. 3.3 gezeigten grolflachigen Abldsungserscheinungen von Verstarkungsschichten in Versu-
chen an einem textilbewehrten Stahlbeton-Plattenbalken und an einer textilbewehrten Holz-Leiste
wurde die Formulierung eines Mehrschichten-Schalenmodelles motiviert. Durch die Entwicklung
spezieller Mehrschichten-Schalentheorien mit integrierten Kontaktbedingungen zur Beschreibung
des Fortschreitens der Delamination wird die Moglichkeit geschaffen, ein inelastisches Verfor-
mungsverhalten in einer Delaminationsflache delaminierender Schichten abzubilden. Die Abb. 3.3
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zeigt, dass es Spannungszustande in verstarkten Bauteilen gibt, durch die sich, bevor andere Scha-
digungsarten in groflerem Umfang auftreten, gréliere geschlossene Bereiche der Verstarkung ab-
I6sen kdnnen. Es gibt aber auch den Fall, dass vor der Delamination in gréRerem Umfang Schadi-
gungen innerhalb der verbundenen Schichten auftreten, wie es in einem sich abldsenden Bereich
einer Verstarkung aus textilbewehrtem Beton in Abb. 4.2 dargestellt ist. Die Abbildung zeigt ein
Rissbild im Verbundbereich als Ergebnis eines Verbundversuchs des Teilprojektes C1 des Sonder-
forschungsbereiches 528 ,, Textile Bewehrungen®, bei dem die textilbewehrte Feinbetonschicht (als
Lasche bezeichnet) vom Grundkdrper (nach links) abgezogen wurde, vgl. Abb. 5.6 in Abschnitt 5.2
und die Prinzipskizze Abb. 4.1. Uber den gesamten sich ablésenden Bereich sind Schréagrisse zu
erkennen. Das inelastische Verhalten der Lasche, also die Herausbildung zahlreicher Schrégris-
se wahrend des Abzugsvorgangs, wird durch das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Modell
nicht bericksichtigt, da fir das Kontinuum der Schalenschichten ein linear elastisches Material
verwendet wird. Es wird nur die Entwicklung des L&ngsrisses in der Verbindungsflache zwischen
den Schichten, die hier wie die groRflachigen Ablésungen in Abb. 3.3 ebenfalls als Delamination
bezeichnet wird, bei weiterer Laststeigerung abgebildet. Nach Auftreten dieses Risses wird die
dann noch vorhandene Tragfahigkeit im delaminierten Bereich der Flache zwischen den Schichten
durch ein nichtlineares Reibgesetz in einer Gleitflache erfasst.

4.2 Unstetige Mehrschichten-Schalenkinematik

Innerhalb der im Rahmen dieser Arbeit eingeftihrten allgemeinen Mehrschichten-Schalenkinema-
tiken mit I6sbarem Verbund zwischen den Schichten im verformten Zustand existieren im Allge-
meinen Bereiche innerhalb des Mehrschichten-Schalenkdrpers, in denen beliebige Schichten B4
und B;, fur L > 1 miteinander verbunden sind, und Bereiche, in denen sie nicht verbunden sind.

4.2.1 Mehrschichten-Schalenkinematik in Bereichen ohne Schichtenverbund

Sind die Schichten B;_; und B in der verformten Konfiguration in einem speziellen Punkt
oz, (©1,0%) in S; fur L > 1 nicht wie im Ausgangszustand, vgl. (3.9), oder beim Sonderfall
mit vollem Schichtenverbund im verformten Zustand, vgl. (3.56), miteinander verbunden, kann in
diesem Punkt gelten:

our, # 11L—1|@:Z_1:11h_1 ) (4.1)

vgl. Abb. 3.6. Das heilit, es gibt in diesem Punkt keine Cj-Stetigkeit des Verschiebungsfeldes u des
mehrschichtigen Schalenkorpers tiber die Schichtgrenze der Schichten B;_; und 5, hinweg. Das
hat zur Folge, dass anders als in Gleichung (3.56), in der quy, (©},©2) ein Verschiebungsvektor
war, der eliminiert werden und durch andere Verschiebungsvektoren dargestellt werden konnte,
vgl. (3.57), flir das Verschiebungsfeld (3.21) fiir jeden Punkt p; (©1,0%) in By fur L > 1, also
fir die Verschiebung der Punkte innerhalb der Schicht mit den selben Koordinaten ©1  ©2 wie die
des Punktes op;, allgemein lediglich geschrieben werden kann:

dr,
uz (01,02,0%) = qur + Y (03)" juz. (4.2)

=1

Im Unterschied zur Kinematik (3.58) kann bei einem Punkt op; mit L > 1, in dem die Schicht B;,
nicht mit der Schicht B;,_; verbunden ist, die Kinematik (4.2) innerhalb der Schicht nur ausgehend
vom Verschiebungsfeld ou;, der Referenzflache der selben Schicht entwickelt werden.
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4.2.2 Mehrschichten-Schalenkinematik in Bereichen mit Schichtenverbund

Gilt innerhalb dieser allgemeinen Mehrschichten-Schalenkinematik mit I6sbarem Verbund fiir
einen speziellen Punktop;, (©1,0%) in S;, Bedingung (3.56), also dass die Schicht B; mit der
Schicht B;,_; in der verformten Konfiguration wie im Ausgangszustand miteinander verbunden
ist, l&sst sich zunéchst fiir die Verschiebung des Punktes der Schichtenreferenzflache schreiben:

dr,—1

our, (©7,07) = oup_ + Z (Hp1) up—s . (4.3)

=1

Fur das Verschiebungsfeld (3.21) fiir jeden Punkt p; (©1,0%) in By, fir L > 1, also fur die
Verschiebung der Punkte innerhalb der Schicht mit den selben Koordinaten ©}, 0% wie die des
Punktes op;, lasst sich dann schreiben:

dL—l dL

u, (01,0%,03) = gupy + Y (Hpt) g+ Y (63) g . (4.4)
=1 =1

In (4.3) und (4.4) tritt die Verschiebung der Referenzflache (u,_; der Schicht B;_; explizit auf,
da die Referenzflachenverschiebung ou;, der Schicht B;, sich auf diese zurlckfiihren l&sst, wenn
diese Schichten untereinander im entsprechenden Punkt verbunden sind.

4.2.3 Modellanpassung des finiten Mehrschichten-Elementes

Knotenpunkt-Verschiebungsvektoren der Schicht.

Innerhalb einer Schicht B, fir L > 1 gibt es Bereiche, in denen die Schicht mit der Schicht
By, verbunden ist, und Bereiche, in denen das nicht der Fall ist. Diese Bereiche werden verein-
fachend reprasentiert durch die Integrationspunkte in der Schichtenreferenzflache S;,. Das finite
Mehrschichtenelement besitzt 9 Knotenpunkte P = §P (01,07, @?)|®§:O mite = 1,2,..,9, die
aus der in Abschnitt 2.9 vorgenommenen Diskretisierung innerhalb der Einschichtentheorie aus
(2.208) tbernommen werden. In Abschnitt 2.9 wird zudem von n; = 3 Sttzstellen je Integrations-
richtung ausgegangen, d. h. bertragen auf eine Schicht B;, des finiten Mehrschichtenelementes,
wird von 9 Integrationspunkten o Py, (i, i,,, ©%)| in der Schichtenreferenzflache S;, ausgegan-
gen. Es wird nun folgendes vereinbart:

0% =0

1. Am Integrationspunkt (P (i, i, @%)|@%:0 gilt entweder die Kinematik (4.4), wenn By, fur
L > 1 in diesem Punkt mit B;_; verbunden ist, andernfalls gilt Kinematik (4.2). Die Kine-
matik, die in diesem Integrationspunkt gilt, gilt auch im gesamten zugehdrigen Bereich ¢S;,,
der ein Teilbereich von S, ist, vgl. Abb. 4.3. Der Verlauf der Rénder der Bereiche ¢S; um
einen Integrationspunkt ist willkirlich. Die Rander wurden so gewéhlt, dass sie im Elemen-
tinneren die Mitten der Linien zwischen zwei Integrationspunkten und auf dem Elementrand
die Mitten der Linien zwischen zwei Elementknoten verbinden bzw. auf dem Elementrand
verlaufen. Eine Zuordnung der Indizierungen z,y der Integrationspunkt-Koordinaten, vgl.
(2.274), zum Bereichsindex e erfolgt folgendermalien:

(x=1ly=1)e(e=3); (zr=1Ly=2)<(e=6);(x=1y=3)
(x=2,y=1) e (e=7); (z=2,y=2)&(e=9 =
(x=3,y=1) < (e=4); (z=3y=2)<(e=8);(z=3,y=3) < (e=1) .
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Abbildung 4.3: Bereiche Sy, einer Schichtenreferenzflache des finiten Elementes

2. Die am o. g. Integrationspunkt giltige Kinematik, die auch fiir den Bereich ¢S, gilt, gilt
auch am Element-Knotenpunkt § P flr die Schicht B, flir L > 1. Im Falle des Verbundes
kommt demnach entsprechend (4.4) der Spaltenvektor “u’, nach (3.59) und andernfalls ent-
sprechend (4.2) der Spaltenvektor “uY nach (3.40) zur Anwendung, die jeweils die Knoten-
punktverschiebungen des Element-Knotenpunktes f = e der Schicht B, fur L > 1 zusam-
menfassen. (Der Index f = e an “uy ist kursiv gedruckt und steht fur die Knotennummer

e.)

3. Die am Element-Knotenpunkt § P fir die Schicht 3, fir L > 1 geltende Kinematik gilt um-
gekehrt auch fiir den Bereich ¢S;, zu dem auch der Integrationspunkt (P (i, i, @?Dl@%:o
gehort. Dieser dritte Punkt der Vereinbarung stellt die Umkehrung der Aussagepunkte eins
und zwei dar und bezieht sich auf die Klarung der Zuordnungsproblematik, wenn zu ei-
nem Element-Knotenpunkt § P mehrere Bereiche °S;, verschiedener finiter Mehrschichten-
elemente gehdren, was aulRer bei e = 9 im Allgemeinen vorkommt. Das heif3t, wird in einem
Integrationspunkt einer Schicht eines finiten Elementes der Verbund geldst, wird er mit der
Vereinbarung 1. und 2. auch am zugehérigen Element-Knotenpunkt geldst und mit der Ver-
einbarung 3. als zwangslaufige Folge auch in den Bereichen benachbarter finiter Elemente,
zu denen dieser Element-Knotenpunkt gehort.

Die so entstehenden Kinematiken, die abhéngig von der Anzahl der Direktoren der jeweiligen
Schicht sind, kdnnen analog der in Abb. 2.4 dargestellten verschiedenen Einschichtenkinemati-
ken und der in Abb. 3.9 dargestellten Zweischichtenkinematiken wiederum exemplarisch wie in
Abb. 4.4 fur zwei Schichten dargestellt werden, wobei in beiden Schichten jeweils die gleiche
Anzahl von Direktoren verwendet werden.

Verschiebungsvektoren des Integrationspunktes und des mehrschichtigen finiten Elementes.
Die reduzierten Spaltenvektoren u' am Integrationspunkt (3.49) des mehrschichtigen finiten Ele-
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Ausgangszustand unstetige unstetige unstetige
2-Schichten- 2-Schichten- 2-Schichten-
Kinematik Kinematik Kinematik
(d,=d,=1) (d,=d,=2) (d,=d,=3)

Abbildung 4.4: Unstetige Mehrschichten-Multidirektor-Kinematiken — mogliche Verformung des
Schalenkdrpers bei unterschiedlichen Kinematiken (unterschiedliche Anzahl von
Direktoren)

mentes und ¢u" des gesamten mehrschichtigen finiten Elementes der allgemeinen Mehrschichten-
Schalenkinematiken mit l6sbarem Verbund zwischen den Schichten im verformten Zustand wer-
den jeweils durch Zusammenfassen einzelner Schichtenvektoren “u; aller Schichten 5, der Reihe
nach zum neuen Spaltenvektor analog Abschnitt 3.3.2 gebildet. Die einzelnen Schichtenvektoren
kdnnen dabei abwechselnd (3.59) oder (3.40) sein. Die ggf. zur Anwendung kommenden vollstan-
digen Spaltenvektoren der Verschiebungsfreiwerte u¥ nach (3.60) und ¢u" nach (3.52) kommen
fiir den Sonderfall der allgemeinen Mehrschichten-Schalenkinematiken zur Anwendung, wenn fir
u" alle Schichten entlang der ©3-Linie in den Integrationspunkten der Schalenreferenzflache und
fiir ¢u" alle Schichten des Elementes vollstandig voneinander geldst sind.

4.2.4 \erbundmatrix der allgemeinen Mehrschichten-Schalenkinematik

Verbundmatrix des mehrschichtigen finiten Elementes.

Analog (3.63) wird auf der Grundlage der vorstehend beschriebenen allgemeinen Mehrschichten-
Schalenkinematik eine quadratische Verbundmatrix ¢V des finiten Elementes in jedem Punkt o P;
der Schalenreferenzflache definiert, die den reduzierten Vektor der Verschiebungsfreiwerte €u’
des finiten Elementes mit dem vollstandigen Vektor der Verschiebungsfreiwerte ®u" des finiten
Elementes in diesem Punkt verknipft:

‘u' = °V ‘u'. (4.5)

Man erhalt in matrizieller Schreibweise mit den kinematischen Bedingungen (4.4) fir die Schicht
B, die mit B, _; im dargestellten Element-Knotenpunkt verbunden ist, und (4.2) fur die Schicht
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By, die mit Bx_; im dargestellten Element-Knotenpunkt nicht verbunden ist:

w1 [[ro0o .00 0 .o0.07] [ fw ]
1 01 .00 0 .0 .0 L,
dre_ WK1 00 .10 0 .0.0 Lo Uk
L 1
UK . 0O 0 .. 01 0 . 0 .0 UK
g | Tlloo .00 1 .o .o0|®L e | @O
(1)11L OOOllHK . 0 .. 0 0
| LW | [LOO .00 0 .0 . 1) ]| g, U

wenn zudem alle zwischen den Schichten B; und By befindlichen Schichten im dargestellten
Element-Knotenpunkt miteinander verbunden sind. Durch ©€Hy wird die Dicke der Schicht K
am Knoten e reprasentiert, wobei in (4.6) nur Matrixelemente dargestellt sind, die Dicken von
Schichten am Knoten e = 1 enthalten.

Verbundmatrix am Integrationspunkt des mehrschichtigen finiten Elementes.
Die Beziehung (4.5) kann analog am Integrationspunkt des mehrschichtigen finiten Elementes
angegeben werden:

womit die quadratische Verbundmatrix V (©1, ©%) fir alle Punkte P, die ggf. die Integrations-
punkte in der Schalenreferenzflache sind, des speziellen finiten Mehrschichtenelementes identifi-
ziert ist. Gekoppelt werden darin in jedem Fall nur alle 3 Richtungen eines \Verschiebungsvektors
gemeinsam durch die gleiche Bedingung.

e Es lasst sich beispielhaft fur ein dreischichtiges Schalenelement mit einem Direktor je
Schicht, wenn in einem Punkt der Referenzflache die zweite sich von der ersten Schicht
gel6st hat, der vollstandige Vektor der Verschiebungsfreiwerte in diesem Punkt folgender-
malen darstellen:

oUup 1 00 0 0 0 oy
1w 010 0 0O 1y
oU2 . 0 0 1 0 0 0 oU2
w | llooo 1 00]|%Y | w]|" (48)
ous 0 01 H, 00 0
_1113_ __000 0 01_ __11,13_

4.2.5 Elementmatrizen und -spaltenvektoren der allgemeinen Mehrschichten-Schalenkine-
matik

Werden die reduzierte tangentiale Steifigkeitsmatrix
Kt = (°V)" °K!°V (4.9)
und der reduzierte Spaltenvektor der inneren Knotenkréfte

of = (eV)" efY (4.10)
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und der Spaltenvektor der dulReren Knotenkréfte
°F, = (V)" °F; (4.11)

der allgemeinen Mehrschichten-Schalenkinematik in (3.51) eingesetzt, wird das zu l6sende Glei-
chungssystem (3.68) zu:

f' + °Kifu' — °F, =0, (4.12)

was vollstandig identisch mit (3.72) ist, nur dass es sich hier bei den reduzierten Matrizen und
Vektoren um die der allgemeinen Mehrschichten-Schalenkinematik handelt und durch die Ver-
bundmatrix ¢V, vgl. (4.5), nun auch nur teilweise oder vollstandig kein Verbund zwischen allen
Schichten des finiten Elementes reprasentiert wird. Die Steifigkeitsmatrix (4.9) und die Spalten-
vektoren (4.10) und (4.11) werden fir die Ausgangskonfiguration stets durch die Verbundmatrix
¢V des vollstandigen Verbundes, vgl. (3.63), berechnet, was einen Sonderfall der allgemeinen
Verbundmatrix ¢V darstellt. Wahrend des Losungsverfahrens des Gleichungssystems (4.12) mit
dem Verfahren von NEWTON-RAPHSON verdndert sich die Belegung der Verbundmatrix V. mit
zunehmender Delamination in den Zwischenkonfigurationen von einem Lastschritt zum néchsten,
ausgehend von der Belegung fur vollstandigen Verbund hin zur Einheitsmatrix flr vollstandig auf-
gehobenen Verbund, d. h. ggf. fur vollstandige Delamination:

Ausgangs-, Zwischen- oder Endkonfig., Zwischen- oder Endkonfig., Zwischen- oder Endkonfig.,
vollstandiger Verbund teilweiser Verbund vollstandige Delamination

ez — eyo N ey _ ey — el .

(4.13)

Diese Verénderung geschieht nur in diese Richtung — nicht umgekehrt.

4.3 Delaminationskriterium

Versagensfunktion.

Im Abschnitt 4.2.3 wurde erldutert, dass in allen an einen Element-Knotenpunkt angrenzenden
Bereichen ¢Sy, die Teilbereiche von S, sind, vgl. Abb. 4.3, auch verschiedener Elemente fir die
gleiche Schicht B, die jeweils gleiche Kinematik gilt, entweder die Kinematik (4.4), wenn 5, fur
L > 1 in diesem Punkt mit B;,_; verbunden ist, andernfalls Kinematik (4.2). Wenn die Schichten
in einem Bereich nicht mehr verbunden sind, hat in diesem Bereich Delamination stattgefunden,
und das Mehrschichten-Schalenmodell ist in der Lage, sich den veranderten Bewegungsmaoglich-
keiten der delaminierten Schicht anzupassen. Fir die delaminierte Schicht B; kommt, wie im
Abschnitt 4.2.3 beschrieben, entsprechend (4.2) der Spaltenvektor “u} nach (3.40) zur Anwen-
dung, d.h. das innerhalb der Finite-Elemente-Methode zu l6sende Gleichungssystem bekommt
zusatzliche Freiheitsgrade.

Die Entscheidung dartiber, wann beginnend im zu ©¢S; gehorenden Integrationspunkt
0P (1, 1y, ®3L)|@%:0 die Schichten B, und B;_; fir L > 1 delaminieren, wird auf der Grund-
lage eines Delaminationskriteriums, auch Verbundbedingung genannt, getroffen. Im Rahmen die-
ser Arbeit wird ein Spannungskriterium verwendet. Die kinematischen Beziehungen (4.4) ge-
waéhrleisten das Zusammenhalten der Schichten in der Finite-Element-Simulation solange kriti-
sche Spannungen, die Versagen in Form von Delamination zur Folge haben, am Integrationspunkt
0P (1, 1y, 6%”@‘2:0 in der Grenzflache zwischen den Schichten noch nicht erreicht wurden.
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Fir den Verbund von Schichten eines Laminates kritische Spannungen sind sogenannte interla-
minare Spannungen, vgl. [SCHULTZz 1996]. Das sind Spannungen, durch die eine Kraftwirkung
bezlglich eines differentiellen Flachenausschnitts der Verbundflache der Schichten 5, und 5;_,
fir L > 1 ausgelbt wird. Dieser Kraftvektor kann als der in Abschnitt 3.2.4 aus den CAUCHY-
Spannungen o s ;, der Oberflache beziiglich des Flachenelementes das ;, hervorgegangene Span-
nungsvektor (3.33) der Oberflache, der hier wiederholt durch

OKIL = 0'%3[/ ka (414)

angegeben wird, identifiziert werden. Dessen MaRzahlen werden mit maximal zuldssigen Werten,
die eine sogenannte Versagensflache im Spannungsraum im Koordinatensystem o3, (k =1, 2, 3)
darstellen, verglichen.

Das dem Versagenskriterium flr diese Mehrschichten-Schalenformulierung zu Grunde
gelegte Modell basiert auf Formulierungen, die &hnlich u.a. in [HASHIN 1980] und
[BREWER, LAGACE 1988] zu finden sind, und ist an die Anspriiche bei der Simulation von fl&-
chenhaftem Verbund von Textilbeton angepasst. In 0. g. Koordinatensystem wird zunéchst die Ver-
sagensfunktion

oB \r

V= \/(U%?’L)2 +(02,)% — Tiax (1 - U?f) mit o3, < o3 (4.15)
eingefuhrt, die mit

V<0 (4.16)

alle zul&ssigen bzw. moglichen Spannungszustande definiert. Die Versagensfunktion V' ist die cha-
rakteristische Grof3e als Entscheidungskriterium zwischen Verbund und Abldsung (Delamination).
In (4.15) ist o33 die Zugspannung, die durch den intakten Verbund senkrecht zur potentiellen De-
laminationsflache, also senkrecht zur Schichtenreferenzflache, Gbertragen werden kann. Die Ver-
sagensfunktion wurde so formuliert, dass die interlaminaren Spannungen, die durch die Kompo-
nenten des Spannungsvektors (4.14) der Oberflache repréasentiert werden, zusammen mit den ihnen
gegeniiberstehenden Grenzwerten 023, und 7, in die Bewertung einflieBen. Gegentiber der in der

Literatur h&ufig gewéhlten quadratischen Funktion fur die Form einer Versagensflache wird hier
durch die Einfliihrung des Parameters p die Form frei wéhlbar gestaltet.

Parameter.

Die Versagensfunktion wurde durch die Grenzwerte 7 als maximalen Betrag der resultieren-
den Schubspannungen bei einem Spannungszustand, bei dem senkrecht zur Versagensflache kei-
ne Spannung auftritt, und 32 als maximalen Betrag der Zugspannungen senkrecht zur Versa-
gensflache bei einem Spannungszustand, bei dem keine Schubspannung auftritt, definiert. Diese
Spannungswerte werden durch entsprechende Parameterstudien bei Auswertung der im Rahmen
des Sonderforschungsbereiches 528 , Textile Bewehrungen zur bautechnischen Verstarkung und
Instandsetzung* durchgefthrten Versuche fir die in Abschnitt 2.6 beschriebenen Materialien ge-

funden, vgl. [WEBER 2005].

1. Die maximale Zugspannung senkrecht zur Gelegeflache liegt bei diesen Materialien, und
zwar bei den meisten im Rahmen des SFB 528 untersuchten Textilbetonen in Abhéngigkeit
des sogenannten Matrixflachenanteils in der Textilgelegeflache, etwa bei

o3~ 2,0 N/mm? (4.17)
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und kann als Messergebnis aus entsprechenden Versuchen fir einzelne Gelegearten, vgl.
[CURBACH, ORTLEPP 2003], direkt ibernommen werden. Eine umfangreiche Darstellung
der EinflussgroRen auf die Eigenschaften von Textilbeton und den damit verbundenen Streu-
ungen der Versuchsergebnisse gibt [JESSE 2004].

2. Die maximale resultierende Schubspannung parallel zur Gelegeflache liegt bei einzelnen im
Rahmen des SFB 528 untersuchten Textilbetonen etwa bei

Tmax & 6,0 N/mm? (4.18)

und wurde als Ergebnis eines Parameter-Approximationsprozesses gefunden. Das heil3t, der
Parameter 7, Wurde solange verandert, bis die sich jeweils anschliefende Simulation mit
diesem Versagensmodell ein und des selben Versuches das Verformungs- und Delaminati-
onsverhalten anndhernd widerspiegelte, vgl. dazu die im Abschnitt 5.2 flir einen sogenannten
Laschenabzugsversuch vorgenommene Parameterskalierung.

Den Zahlenwerten in (4.17) und (4.18) liegen Materialien zu Grunde, wie sie fir die Simulation
des Bauteilversuches in Abschnitt 5.2 verwendet werden.

3. Es wurde vereinfachend mit oben eingefuhrter Versagensfunktion (4.15) eine Extrapolation
in den Druckbereich (o33, < 0) vorgenommen, fiir die experimentelle Vergleichsdaten feh-
len. Der Parameter p (1 < p < o0) sollte so gewahlt werden, dass die durch das Versagens-
kriterium zugelassenen Schubspannungen in Abhéangigkeit von 3%, im Druckbereich die
maximalen Spannungen von homogenem Beton im zweiachsialen Belastungszustand nicht
uberschreiten. Je groRer der Parameter p gewahlt wird, desto weniger zuléssige bzw. mogli-
che Spannungszustande gibt es nach (4.15). Im Rahmen dieser Arbeit wird bei Anwendung
des Modells fir Schichtungen aus Beton und Textilbeton

p=2 (4.19)

gewabhlt.

Eine Grenze fiir die maximale Druckspannung, also etwa o33, wird nicht verwendet, weil davon
ausgegangen wird, dass im Fall sehr grof3er Druckspannungen in einer Verbundflache senkrecht zur
Schicht die vorhandenen Querzugspannungen im Schalenkontinuum der angrenzenden Schichten
ein intralaminares Versagen - im Gegensatz zum interlaminaren Versagen (Delamination) - mal-
gebend machen, was im Rahmen dieser Arbeit durchweg nicht thematisiert wird. Das heil3t, das
Modell bericksichtigt keine Schadigung in Form von Delamination, welche die direkte Folge sehr
groRer Druckspannungen senkrecht zur Gelegeflache sind. Durch die Vorgabe von nur drei Para-
metern (o32,, Tmax, p) fur das Versagenskriterium wurden die Parameterstudien bewusst einfach
gestaltet - was den Erkenntnissen aus den Versuchen hinsichtlich der Materialeigenschaften des
Verbundmaterials Textilbeton und den Streuungen der Versuchsergebnisse Rechnung tragt.

Verglichen werden kann diese Versagensfunktion mit dem Delaminationskriterium in
[BREWER, LAGACE 1988], das im gleichen Koordinatensystem wie die hier vorgestellte Versa-
gensfunktion V' formuliert ist, bei dem jedoch zum Einen unterschiedliche maximale Schubspan-
nungen o3 und 023 fur die Koordinaten o3, und 0%, angegeben werden und zum Anderen
eine Grenze fir die Druckspannung o33 angegeben wird. Es ist problemlos moglich auch dieses
Delaminationskriterium in das Mehrschichten-Schalenmodell zu integrieren.
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Gleit 33 33
TDefi;m ( mL=%mL

Abbildung 4.5: Versagensflache V (013, , 02, 033,) =0

Versagensflache.
Esist V' < 0 in einem Integrationspunkt der Schicht 5, im Fall des Verbundes der Schichten 5;,
und By_, fur L > 1. Bei

V=0 (4.20)

tritt Delamination ein. Die Form der Versagensflache V =V (o, , 022, , o3,) = Oist firp > 1
in Abb. 4.5 dargestellt. Bei p = 1 hatte die Versagensflache die Form eines Kegels. Die maximal
vom Verbund zu tibertragende resultierende Schubspannung in Abhangigkeit von der vorhandenen
senkrechten Druck- bzw. Zugspannung betragt

33 P
33 Omr 33
TDelam (UmL) = Tmax (1 - 0?3 ) mit Omr < Jmax . (4.21)

max

Ist in einem Integrationspunkt zwischen den Schichten B, und B;_; fir L > 1 Delamination
aufgetreten, kann diese im gesamten weiteren Lésungsprozess durch das NEWTON-RAPHSON-
Verfahren nicht wieder riickgéngig gemacht werden, d. h. das Versagenskriterium wird fur diesen
Punkt nicht mehr bendtigt werden.

Verhalten nach erfolgter Delamination.

Fur das Verhalten nach der Delamination werden die aus der Kontaktmechanik bekannten Bedin-
gungen, das Durchdringungsverbot und ein Reibgesetz, durch das Adhasionskrafte (Anhangskraf-
te zwischen den Molekilen zweier Korper) berticksichtigt werden, im delaminierten Bereich S,
eingeflihrt. Dabei werden aus kontaktmechanischer Sicht zwei Zustdnde unterschieden: Kontakt
und kein Kontakt. Unmittelbar nach der Delamination in einem Punkt besteht in diesem Punkt
Kontakt.

4.4 Innerer Kontakt

Waéhrend sich die oberflachenorientierte Einschichten-Schalentheorie fir den Einsatz in allgemei-
nen Kontaktproblemen eignet, wie in Abschnitt 2.9.4 beschrieben, werden innerhalb der oberfla-
chenorientierten Mehrschichten-Schalentheorie Bedingungen, die aus der Kontaktmechanik her-
rihren, verwendet, um das Verhalten nach erfolgter Delamination in der Delaminationsflache zu
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beschreiben. Daflr wird nicht die Entwicklung passender Kontaktelemente angestrebt, sondern
vielmehr werden die aus den Kontaktbedingungen herriihrenden Steifigkeiten direkt in das finite
Mehrschichten-Schalenelement integriert.

4.4.1 Grundlagen zum Kontakt

Die der Kontaktformulierung im Mehrschichten-Schalenelement zu Grunde gelegten Kontakt-
bedingungen folgen im Wesentlichen den Formulierungen, die u.a. in [WRIGGERS 1995],
[LAURSEN 2002], [WRIGGERS 2001] und [WILLNER 2003] zu finden sind, und sind an die be-
sonderen Anspriiche bei der Simulation von flachenhaftem Verbund angepasst. Im Allgemeinen
werden in diesen Arbeiten beim Kontakt zwischen zwei Kérpern Bs und By Bedingungen fur die
Richtungen tangential an die Oberflache von By, (Tangentialkontakt) und senkrecht zur Oberflache
von By (Normalkontakt) unterschieden, wobei Bs als Slave und By, als Master bezeichnet werden.

Kontaktkinematik.

Die kinematische Beschreibung des Kontakts erfolgt zwischen den zwei o. g. Kérpern Bs und By,
wobei Bs und By die Menge aller Punkte im Inneren des jeweiligen Kontaktkorpers bezeichnet.
Berthren sich diese zwei Korper wahrend eines Deformationsprozesses, s. Abb. 4.6, so wird das

Bs

Abbildung 4.6: Konfiguration zweier Kontaktpartner

Eindringen des einen Kdorpers in den anderen Korper durch

BsN By =0 (4.22)
ausgeschlossen und es existiert die Kontaktflache

OB =0BsNoBu #£0 . (4.23)

Im Kontaktzustand wird die Kontaktoberflache 0xBs des sogenannten Slave-Elements mit Hilfe
der krummlinigen Koordinaten ©g, ©2 durch xs = xs(04, ©2) und die Kontaktoberflache dx By
des sogenannten Master-Elements mit Hilfe der krummlinigen Koordinaten ©F, = ©“ durch xy, =
xpm(©4, ©2) beschrieben. Damit lasst sich das Basissystem a; v, asm des Masterkdrpers mit ny,
als Normalenvektor berechnen. Die Lage der Punkte der Referenzkonfiguration vor dem aktuellen
Kontaktzustand wird durch die Vektoren Xs und Xy beschrieben.
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Kontaktbedingungen.
Die Abstandsfunktion

gN(XS) = min (Xs(Xs) — XM(XM)) = (Xs(Xs) — )_(M<XM)) . ﬁM (424)

wird durch den zu einem Punkt xs des Slavekdrpers gefundenen minimalen Abstand zu ei-
nem Punkt x), des Masterkorpers definiert. Als Kontaktbedingung in Normalenrichtung wird das
Durchdringungsverbot

N =0 (4.25)

eingefuhrt und weiterhin gefordert, dass in Normalenrichtung keine Zugspannungen Ubertragen
werden durfen:

<0, (4.26)

Damit ist die Kontaktnormalspannung py eingefiihrt. Zwischen diesen beiden Grolzen besteht bei
Forderung nach exakter Erfullung der Kontaktbedingungen zuséatzlich eine Komplementaritatsbe-
dingung,

pngn =0, (4.27)

die auch SIGNORINI-Bedingung genannt wird. Die relative tangentiale Verschiebung zweier Kon-
taktkorper, auch Schlupf genannt, wird durch den Vektor

gr = (xs(Xs) — xm(Xwm)) - asm apy Aam mit  [gr| = gr (4.28)
beschrieben. In Tangentialrichtung wird mit Hilfe einer Reibbedingung
R=|7| — Tmaxx <0 (4.29)

zwischen Haften und Gleiten der Kontaktpartner unterschieden. Dabei steht + fir die Schubspan-
nung in der Kontaktflache und 7,k flr eine maximal Gbertragbare Schubspannung, die von ver-
schiedenen konstitutiven Variablen abhéngig ist. Ist

R <0, folgt Agr=0 (4.30)

und die Korper haften, entweder nachdem sie schon vorher gegeneinander verschoben wurden
oder noch nicht. Ist

R=0, folgt Agr>0 (4.31)

und die Korper beginnen zu gleiten und werden gegeneinander verschoben. Durch Agr wird die
Anderung des Schlupfes in Richtung der Schubspannung 7 symbolisiert. In Analogie zu (4.27)
kann so die SIGNORINI-Bedingung flir den Tangentialkontakt formuliert werden:

RAgr=0. (4.32)

Virtuelle Kontaktarbeit.

Bei der Formulierung der virtuellen Kontaktarbeiten wird an das in Abschnitt 2.7 formulierte Prin-
zip der virtuellen Verschiebungen eines im Gleichgewicht befindlichen materiellen Kérpers ange-
knupft. Die Summe der virtuellen Arbeiten 61/, vgl. (2.151), aller inneren und &uReren Kraftgro-
RBen mit den zugehdrigen virtuellen Weggrolien, die im Gleichgewichtszustand verschwindet, wird
um die Summe der virtuellen Kontaktarbeiten 61/ erweitert:

B B s
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Die Variation dieser Gleichung fuhrt unter Berlcksichtigung der im vorangegangenen Abschnitt
aufgefiihrten Bedingungen zundchst auf eine variationelle Ungleichung, die nach Einflihrung kon-
stitutiver Gestze flr py und 7 in

5W:—/S:(5EdV + /Fa~5udv+/0Fa-50udA+
B B

S
-+ / PN (SgN d(lK + / T - (5g'|' daK =0 (434)
aKB 8}(8

Uberfuhrt werden kann, vgl. [WILLNER 2003]. Es wird das anféangliche Kontaktproblem in Einzel-
probleme zerlegt, fir welche die Variationsgleichung (4.34) zur Anwendung kommen kann, wobei
die Kontaktbedingungen, d. h., die beiden letzten Summanden in (4.34), als Nebenbedingungen
eingebracht werden. Das heif3t, es wird zundchst eine potenzielle Kontaktflache ok 3 mit Hilfe der
kinematischen Kontaktbedingungen festgelegt, fur die die Berechnung der \Verschiebungen und
Spannungen durchgefuhrt wird. Es muss nun nachtraglich tberpriift werden, ob alle Punkte in
der Kontaktflache die Bedingungen im Kontaktproblem erftillen. Punkte, welche die Kinetischen
Bedingungen nicht erfillen, werden aus der Kontaktflache entfernt. Punkte aufl3erhalb der Kon-
taktflache, welche die kinematischen Bedingungen erfllen, d. h. fir welche Durchdringung bzw.
Beriihrung festgestellt wird, werden in die Kontaktflache aufgenommen. Dieser Berechnungszy-
Klus ist mit der jeweils neuen Kontaktflache solange zu wiederholen, bis sich diese nicht mehr
andert. Fr das Einbringen der Kontakt-Nebenbedingungen stehen zahlreiche Verfahren zur Verfi-
gung: Die Methode der LAGRANGESchen Multiplikatoren, das Perturbed-LAGRANGE-Verfahren,
die jedoch beide nur mit zusétzlichen Freiheitsgraden im zu lésenden Gleichungssystem auskom-
men, das Augmented-L AGRANGE-Verfahren, das gegenuber dem letzten, dem Penalty-Verfahren,
jedoch einen etwas erhéhten numerischen Aufwand bedeutet.

Die Kontaktbedingungen in Normalenrichtung und in Tangentialrichtung werden im Rahmen die-
ser Arbeit in unterschiedlicher Weise berticksichtigt. Beim Penalty-Verfahren, das im Weiteren
Verwendung findet, werden die Nebenbedingungen durch die Einflihrung konstitutiver Gesetze in
das Funktional eingefiihrt, wie z. B. das Uberfilhren der Kontaktnormalspannung (4.26) in eine
Funktion

PN = Dn(gn) (4.35)

in Abhéngigkeit von der im Sinne der Kontaktarbeit konjugierten Bewegungsgrolie gy. Flr den An-
teil der Normalkontaktarbeit in (4.34) wird im Weiteren eine Linearisierung fur die Ermittlung der
Anteile in der tangentialen Kontakt-Steifigkeitsmatrix der Finite-Elemente-Methode durchgefiihrt,
was dessen Beriicksichtigung in den Iterationsschritten innerhalb der Lastschritte des NEwWTON-
RAPHSON-Verfahrens gewahrleistet. So wie die Kontaktnormalspannung kann auch die Schub-
spannung

T=1(pn(9n), 8T, -) (4.36)

in der Kontaktflache als Funktion in Abhangigkeit von BewegungsgroRen dargestellt werden. In
[WILLNER 2003] wird eine konsistente Linearisierung auch des Anteils der Tangentialkontakt-
arbeit aus CouLomBscher Reibung fir die Ermittlung der Anteile in der tangentialen Kontakt-
Steifigkeitsmatrix der Finite-Elemente-Methode angegeben. Dem Anteil der virtuellen Kontaktar-
beit infolge Reibung liegt jedoch kein Potenzial zu Grunde, d. h. eine Entlastung der Kontaktpart-
ner wiirde keine vollstandige Rickverformung mit Umkehrung des zuriickgelegten Gleitweges zur
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Folge haben. Im Rahmen dieser Arbeit kommt eine nichtlineare Abhangigkeit der Schubspannung
(4.36) von der Bewegungsgrofie gt zur Anwendung, die Probleme bereitet, wenn man zuverlassig
Konvergenz bei der Losung des Gleichungssystems durch Linearisierung des Arbeitsanteils erzie-
len will.

Deshalb wird der Anteil der Tangentialkontaktarbeit in (4.34) im Weiteren durch das Einprégen
der Reaktionsgrofie T als Erweiterung des Lastvektorfeldes F, in den Lastschritten des NEWTON-
RAPHSON-Verfahrens bertcksichtigt.

4.4.2 Kontakt zwischen Schichten — Normalkontakt

Betrachtet werden in diesem Abschnitt die Schichten B und Bg_; - die Indizierungen kdnnen
ausgetauscht werden. Kontaktbedingungen gelten im Rahmen der entwickelten Mehrschichten-
Schalenkinematik an den Stellen von Sy zwischen den Schichten

Br = DBwm (Master) und
Br-1 = DBs (Slave) fur R > 1, (4.37)

an denen im Bereich ¢Sy, vgl. Abschnitt 4.2 und Abb. 4.3, die Mehrschichten-Schalenkinematik in
Punkten ohne Schichtenverbund (4.2) gilt, d. h. in denen die Schichten B und Bx_ ihren Verbund
verloren haben. Fur diese beiden Schichten gilt fur die Schalennormale

A’ =A3; =A% =Ny=A% |, (4.38)

vgl. Abb. 4.6. Kontakt wird hier demnach nicht zwischen zwei verschiedenen finiten Elementen
detektiert, sondern nur zwischen Punkten aneinandergrenzender Schichten des selben Elementes,
wobei die Auswertung der Bedingungen zwischen Punkten erfolgt, die im Ausgangszustand auf
der selben ©3-Linie lagen. Durch diese Vereinfachung, die im Rahmen kleiner zu erwartender
Relativverschiebungen von delaminierten Schichten durchaus getroffen werden kann, entfallt die
aus klassischen Kontaktproblemen bekannte Suche nach der Lage der Punkte, in denen Kontakt
besteht. Dem Anteil der virtuellen Kontaktarbeit zur Realisierung des Durchdringungsverbotes
liegt solange ein Potenzial zu Grunde, solange es zwischen den Schichten Bz und Br_; fir R > 1
in Punkten opr des verfomten Systems eine Durchdringung gibt, die durch das Penalty-Verfahren
minimiert wird. Es werden in jedem Iterationsschritt fur den Fall einer numerisch entstandenen
Durchdringung, die Anteile aus Normalkontaktarbeit in der tangentialen Steifigkeitsmatrix des
finiten Elementes berticksichtigt, vgl. Abschnitt 4.4.1.

Daflr wird der Anteil der virtuellen Normalkontaktarbeit 61/}, wie in (4.34) aufgebaut und eine
Linearisierung zur Ermittlung der Anteile in der tangentialen Steifigkeitsmatrix (4.9) und dem
Vektor der inneren Krafte (4.10) analog dem in Abschnitt 2.9 ausgehend von (2.203) beschriebenen
\orgehen durchgefihrt:

J (0wj) Au st wn + 0 (dwn)
ou |, u

u u*

dwi + Au+ dw, = 0. (4.39)

Es bezeichnet dw, die virtuelle Normalkontaktarbeit in einem Punkt P im Kontaktbereich einer
Schicht.

Abstand.
Die charakteristische GroRe als Entscheidungskriterium zwischen den Zustdnden Kontakt und kein
Kontakt und fur die Beschreibung des Normalkontaktverhaltens ist die Abstandsfunktion

gnr=Onp AL =ovjre = dipe (4.40)
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zweier Schichten B und Br_; fur R > 1. Diese wird mit Hilfe der MaRzahlen (u; r und w; p—;
der in Abschnitt (3.2) durch (3.21) eingeflihrten Verschiebungsfelder

UR|@%ZO = gup = guipe = ol RA% (4.41)
der Referenzflache Sg der Schicht B und

dr-1

UR—1|9%_1:HR_1 = Z (1Qr1 (Hp—1) (ug_1) = ujp_1 € = Uj R—1 Aig_l (4.42)
1=0

der der Referenzflache der Schicht Bz_; gegeniberliegenden Schichtenoberflache durch

dr-1

INR = 0U3R — U3R—1 = OU3R — Z ((HR—l)l lﬂ3R—1> (4.43)

=0

berechnet. Die Ermittlung des Abstands beztglich der Schalennormalen im unverformten Zustand
auf der Grundlage der Verschiebungen von Punkten der zwei Schichten, die im Ausgangszustand
an der selben Stelle lagen, hat sich zur Erflllung des Durchdringungsverbotes in den numerischen
Anwendungen als ausreichend und zuverldssig erwiesen. Es wird dadurch jedoch nicht wie in
(4.24) gefordert, der minimale Abstand in der Momentankonfiguration des betrachteten Punktes
der Schicht By zu einem - durch Kontaktsuchalgorithmen zu findenden - Punkt in Bz_; ermittelt.
Zundachst werden in (4.43) die auf die lokale Schalenbasis der Schichtoberflache bezogenen Ver-
schiebungsmalie durch die auf die kartesische Basis bezogenen VerschiebungsmalRe, die Freiwerte
(3.39) des zuldésenden Gleichungssystems sind, durch Koordinatentransformation

dr-1
INR = <0uiR — Z ((HR—1)l lUiR—1>> e A; (4.44)

=0

ersetzt. Das so erhaltene Mal} beziiglich der Basis der Schalennormalen ist bereits eine physika-
lische L&nge, da die Schalennormale im unverformten Zustand normiert ist. Es dient der Fest-
stellung, ob die Schicht Br_; am untersuchten Punkt in die Schicht By eingedrungen ist bzw.
die Schichten sich beriihren und damit aus numerischen Gesichtspunkten Kontakt zwischen den
Schichten vorliegt, vgl. (4.25). Dies ist der Fall, wenn gy < 0 gilt. Nur dann werden zur Erftl-
lung der Forderung gy » = 0 Anteile in der Elementsteifigkeitsmatrix und dem Vektor der inneren
Krafte berechnet.

Die auf die kartesische Basis bezogenen Malie des Abstandsvektors gy r werden durch eine wei-
tere Transformation erhalten:

dr-1

gner = Onp A’ ey = <0UiR — Z ((HR—l)l luiR—l>> e Az A’.e. (4.45)

=0

Durch Einfiihrung der Diskretisierung (2.217) erh&lt man fir die Mal3zahlen der Abstandsfunktion
in Normalenrichtung

9 dr—1
gNER = Z ‘n (8%‘3 - Z ((HR—l)l leuiR—1>> ﬁé Bi ) (4.46)

e=1 =0

mit den Transformationskoeffizienten

Bi=e"-Az und Bi =A%.¢;. (4.47)
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Die zur Berechnung der tangentialen Steifigkeitsmatrix bendtigte Ableitung der Abstandsmalie
(4.46) nach den Verschiebungsfreiwerten / u; ; des Gleichungssystems wird zu:

B 4 A dn A _
L = Y en (;5 0050 85— 3" ((Hp)' 561,050 5‘15>>ﬁéﬁi
Omu;L e=1 1=0
— Tn (%085 — (Hp )™ B'6) 55, . (4.48)

Die Ableitung beliebiger Verschiebungsfreiwerte des finiten Elementes nach den Verschiebungs-
freiwerten / u;; wird dabei analog (2.242) durchgefiihrt, wobei sich jeweils das Delta (2.241)
ergibt.

Tangentiale Kontakt-Steifigkeitsmatrix und Vektor der inneren Kontakt-Kréafte.
Wie in Abschnitt 4.4.1 wird die Kontaktnormalspannung, die sich im Fall der Beriihrung zwischen
den Schichten B und Br_; fur R > 1 in Punkten ¢pr des verfomten Systems beztglich der
Schicht By, einstellt, durch

PNE = PR € (4.49)

eingefuhrt. Mit der Kontaktnormalspannung und der Abstandsfunktion (4.40) wird die virtuelle
Kontaktarbeit des Normalkontakts in der Variationsgleichung (4.34) durch

ns
oWn = Z ( /pNR -08NR dAK) (4.50)

R=2 \ypB

berucksichtigt, die nach der Linearisierung (4.39) durch

ns ns

0 - Ogne
5Wn:Z /pNR' g:llR&ldAK :Z /pf\m TINLE 5fnudeAK (4.51)

0 glu i L
R=2 \pB R=2 \g. J

geschrieben werden kann. Der Arbeitsanteil aus Normalkontakt zwischen den Schichten 5, und
B 1 wird dabei jeweils durch den Summanden fir R = L erfasst, so dass Uber alle Kontaktflachen
Ok B von Schicht B, bis zur Schicht B,,, (mit ns als Anzahl der Schichten) summiert werden muss.
Durch Uberfiihren der Kontaktnormalspannung (4.49) in eine Funktion

PNR = ONENR pf\m = QN gﬁR (4-52)

in Abhéangigkeit von der im Sinne der Kontaktarbeit konjugierten BewegungsgroRe (4.40), analog
(4.35), kann das Verbot der Durchdringung der Kontaktpartner als Nebenbedingung in der Variati-
onsgleichung erfasst werden, wobei damit die virtuelle Kontaktarbeit in folgende Form Ubergeht:

ns A a .
Wo=>" / an G n % 6 dAg | . (4.53)
R=2 \gg Omit; L
K
Strebt der sogenannte Penalty-Parameter

an — 00, (4.54)
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wird die Nebenbedingung exakt berlcksichtigt. Die Wahl eines zu grof3en Penaltyparameters fiihrt
aber zu einer schlechten Kondition der tangentialen Steifigkeitsmatrix. Der Vektor der inneren
Krafte aus allen Kontaktflachen am finiten Mehrschichten-Element ist

ns

TN= / ONENR O8N dAx | (4.55)

ou
R=2 \ 45

wobei dessen Elemente durch

ns

g
LS =3 | [ anhon S da (4.56)

_ mU;j [
R=2 OB J

berechnet werden, worin (4.48) eingesetzt wird. Die konsequente Fortfihrung der Linearisierung
(4.39) ergibt unter Beachtung der Produktregel zunéchst

Zns Jgnr O8BNR g r
epeKN A . uhd
f + / QN ( 9 B + EgNR o dAK Au 0, (457)

R=2 kB

was sich aber wegen der nur linearen Abhangigkeit der Abstandsfunktion von den Verschiebungs-
freiwerten des finiten Elementes vereinfachen l&sst und woraus die tangentiale Normalkontakt-
Elementsteifigkeitsmatrix

ns

0gnr O8NR
KN _
eKT —E /aN u . u dAk (4.58)

R=2 \pyB
des finiten Mehrschichten-Element mit ihren Elementen
ns

Igy IgNi R

=3 ([ M Dy, (459
jp LM =\ aglujLa;u,,M

K

hervorgeht, worin wiederum (4.48) eingesetzt wird.

Die Indizierungen an den Elementen (4.56) des Kontakt-Elementvektors der inneren Kréfte und
(4.59) der tangentialen Kontakt-Elementsteifigkeitsmatrix des Normalkontakts ergeben sich als
konsequente Fortfiihrung der Indizierungen der Elemente von (2.267) und (2.268) der Einschich-
tentheorie bzw. von (3.43) und (3.45) der Mehrschichtentheorie. Es sei an dieser Stelle darauf hin-
gewiesen, dass die Darstellung der Elemente der tangentialen Kontakt-Elementsteifigkeitsmatrix
entsprechend ihrer Berechnung durch vorangestellte zweifache untere und obere und nachge-
stellte vierfache untere Indizierung 7 0J,, 7, mit natrlichen Zahlen s, f,n,m,j,p,L,M € N
derart erfolgt, dass die inneren Indizierungen f,m, j, L die selben Indizierungen wie die der
Element-Knotenverschiebung sind, nach der die erste Ableitung der Abstandsgrofie gebildet wur-
de und die duferen Indizierungen s,n,p, M die selben Indizierungen wie die der Element-
Knotenverschiebung sind, nach der die zweite Ableitung der Abstandsgrélie bei der Berechnung
gebildet wurde. Der Kontakt-Elementvektor erhélt seine Indizierung analog dazu nur aus der ersten
Ableitung der AbstandsgroRe. Die Elemente der tangentialen Kontakt-Elementsteifigkeitsmatrix
(4.59) fir die Mehrschichtentheorie besitzen im Unterschied zu den Elementen der tangentialen
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Elementsteifigkeitsmatrix (3.45) der Schichten der Mehrschichtentheorie zwei Indizierungen, wel-
che Schichten kennzeichnen. Das macht deutlich, dass es aus Kontakt in der Steifigkeitsmatrix
Kopplungen zwischen Schichten gibt.

Gesamt-Elementvektor der inneren Kréafte und Gesamt-Elementsteifigkeitsmatrix.

Der Elementvektor der inneren Kréfte (4.10) und die Elementsteifigkeitsmatrix (4.9) des allge-
meinen finiten Mehrschichtenelements werden jeweils mit (4.55) und (4.58) additiv Uberlagert, so
dass die wegen Delamination im allgemeinen finiten Mehrschichtenelement fehlenden Kopplun-
gen zwischen Schichten zum Einen ggf. durch Normal-Kontaktsteifigkeiten hergestellt werden.
Zum Anderen kommen die im Folgenden behandelten Tangential-Kontaktsteifigkeiten hinzu.

4.4.3 Tangentialkontakt

Kréafte infolge von Reibung zwischen Schichten B; und B;_; fir L > 1 in Punkten op; des
verfomten Systems, in denen Kontakt besteht, werden als &dul3ere Lasten in das System tangenti-
al an die Schichtenreferenzflache S;, und an die der Schichtenreferenzflache gegeniberliegende
Schichtenoberflache in den Lastschritten des NEwWTON-RAPHSON-Verfahrens eingetragen.

Schlupf.
Das fir die Beschreibung des Tangentialkontaktverhaltens wichtigste Mal3 ist die insgesamt im
aktuellen Zustand vorhandene relative Tangentialverschiebung

8711 = Jrar MY = §¢; Myp = grpp € (4.60)

zweier Schichten B, und B;,_; fur L > 1 zueinander, haufig auch Schlupf genannt. Diese wird in
der Tangentialebene an die Referenzflache S, im Beruhrungspunkt p;, der Schichten im verform-
ten Zustand ermittelt, wobei hier davon ausgegangen wird, dass in diesem Punkt in den zuriicklie-
genden Zusténden jederzeit Kontakt bestand. Dafiir werden die MalRzahlen qu; ;, und w; ;_q derin
Abschnitt (3.2) durch (3.21) eingefuhrten Verschiebungsfelder

uL’@%:O = oUur = oU;iL e = oﬂjLAJI; = (ﬂjkLﬁkL (4.61)
der Referenzflache Sy, der Schicht 5;, und

dr_1

uL*ﬂ@i,l:HLfl = Z (101 (Hp—1) (az—1) = ujp—1€ = Uy mh, (4.62)
1=0

der der Referenzflache der Schicht 5, _; gegentberliegenden Schichtenoberfldche in das aus Ab-
schnitt (2.5.3), Gleichung (2.105) in die Mehrschichtentheorie Ubertragene normierte, orthogonale
Basissystem {m’, = m, 1; i = 1,2, 3} transformiert:

~ i = . ~ —
oUkL = oU; L€ Mg, Ugp—1 = UjL—1€ - Mg . (4-63)

Dieses Koordinatensystem, das die Geometrie der Schichtenoberflache im verformten Zustand re-
prasentiert, eignet sich fur die Formulierungen des Tangentialkontakts, da es physikalisch direkt
interpretierbare Mal3zahlen besitzt und tangential an die Oberflache formuliert ist. Zudem wird
dieses Koordinatensystem im Folgenden benutzt, um Spannungszustande auszuwerten. Die Basis-
vektoren my; ;, und ms, ;, befinden sich in der Tangentialebene an die Referenzflache S, im Punkt
oprL, Und m; ;, weist in eine Materialhauptrichtung des orthotropen Materials in der Referenzflache
der Schicht.
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Das Reibmodell ist nicht nur, wie es beim CouLomBschen Gesetz der Fall ist, mit einem nor-
mal zur relativen Bewegungsrichtung zweier Kontaktpartner wirkenden Anpressdruck verknipft,
sondern ist durch die Abnahme der durch Adhé&sion vorhandenen maximal erreichbaren Schubfe-
stigkeit zwischen den Schichten nach Uberschreiten der charakteristischen GroRe des verwendeten
Versagenskriteriums in Abhangigkeit des resultierenden Gleitweges gekennzeichnet. Dazu wird
der Betrag

(4.64)

2
g1 =87Ll = Vdrar 971 = Z (Grar)”
a=1

des resultierenden Gleitwegs im Punkt (p; der Referenzflache der Schicht B, berechnet, indem
zunéchst analog (4.43) der in tangentiale Richtung vorhandene Abstand der im verformten Zustand
aneinandergrenzenden Punkte der Schichten B, und B;_; fir L > 1 aus der Differenz

dr—1
Frar = oliar = > (i)' 1iiar 1) (4.65)
=0
der tangentialen Anteile der Verschiebungsfelder (4.61) und (4.62) mit der darin eingesetzten Ba-
sisfunktion (3.13) berechnet wird. Es werden darin die auf das Basissystem {m’, = mj; ;i =
1,2,3} der Schichtoberflache bezogenen Verschiebungen durch die auf das Basissystem {e; =
e'; i =1, 2, 3} bezogenen Verschiebungen durch Koordinatentransformation

dr—1
§TaL = (OUiL - Z ((HL—l)l le‘L—1>> e’ ‘M 1, (4-66)
1=0

ersetzt und die auf das Basissystem {e; = e’; i = 1, 2, 3} bezogenen MaRe des Abstandsvektors
g7 1, durch eine weitere Transformation erhalten:

dr—1

Tk = <0uiL — Z ((HL—l)l lUiL—1>> ei -Mm, g, mC}J e . (467)
=0

Durch Einfiihrung der Diskretisierung (2.217) erhalt man fir die MaRzahlen der Abstandsfunktion

in Tangentialrichtung

9 dr—1

IThL = Z ‘n <8UiL - Z ((HL—l)l 7%‘5-1)) e -m,, mJ -e. (4.68)
e=1 =0

Kontakt-Schubspannung.

Der Schubspannungsvektor in der Kontaktflache der Momentankonfiguration ist ein Teil des Span-

nungsvektors (3.33) der Oberflache bzw. (4.14):

TKL:O'%?)LmaL mit TL:|TKL’ . (469)

Zulassige Spannungen unmittelbar nach dem Bruch.

Wenn Kontakt besteht, was im Augenblick des Versagens unterstellt wird, geht die maximal nach
Verlust des Verbundes tbertragbare resultierende Schubspannung in Tangentialrichtung in Abhén-
gigkeit von der vorhandenen senkrechten Druckspannung anfangs von mpeam (032, ), vgl. (4.21),
zuruck auf

o GBI
TSotam (03%,) = 110 Tmax (1 — U?—f) mit o3, <0, (4.70)

max
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Abbildung 4.7: Zul&ssige Tangentialspannungen unmittelbar nach dem Bruch

da keine Zugspannung mehr bertragen werden kann, vgl. Abb. 4.7. Die Besonderheit dabei ist,
dass im Unterschied zur klassischen CouLomBschen Reibung hier im Fall von Kontakt auch bei
nicht vorhandenem Kontaktdruck Tangentialspannungen Ubertragen werden. Die ohne Andruck
zwischen den Kontaktpartnern wirkenden Tangentialspannungen tragen dem Vorhandensein von
Adhasion Rechnung. Der Parameter 1o (0 < po < 1) liegt bei stark verzahnten Delaminations-
Rissflachen nahe bei Eins und wirde bei fast vollig glatten Bruchflachen nahe bei Null liegen. In
Abb. 4.8 sind die mechanischen Modelle, zu denen die Grenzwerte des Parameters i, gehoren,
dargestellt. Es handelt sich bei zo um einen Abminderungsfaktor, der materialabhangig die un-

O'?I—IBL U%L
IENENERNNENEEER INNNNEENNENEEEE
F F F F
«— L LI Lrirr|— — L]l O 0O O OT7TT]—»
o — 1 to — 0

Abbildung 4.8: Mechanische Modelle fur die Grenzwerte des Parameters 1

mittelbar nach dem Bruch in der Bruchfuge maximal Gbertragbare Schubspannung gegentiber der
Schubspannung, die zum Bruch gefuhrt hat, festlegt. Das heil3t, er bewirkt im Druckbereich von
o33, ausgehend von der Versagensflache V (013, 023, | 033,) = 0, welche die Menge der Punkte
vor dem Versagen zuldssiger Spannungszusténde einschlief3t, vgl. Abb. 4.5, eine Einschniirung des

Korpers mit Punkten zuldssiger Spannungszustande fir das anfangliche Gleiten.

Ruckprojektion unmittelbar nach dem Bruch.

Fir den Spannungszustand ok 1, vgl. (4.14), der sich wahrend des Ldsungsprozesses des Glei-
chungssystems durch das NEwWTON-RAPHSON-Verfahren beim Bruch eingestellt hat, wird - sofern
er im unzulassigen Bereich liegt - eine sogenannte Ruckprojektion

owr = f(oke) (4.71)
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auf die durch (4.70) beschriebene Flache gerade noch zuldssiger Spannungen durchgefihrt, bei der
die aktuelle Normalspannung

OmL = Omr (4.72)

festgehalten wird (unverandert bleibt), wenn diese eine Druckspannung oder Null war. Als duf3ere
Belastung fir die Tangentialspannung im soeben delaminierten Bereich ¢S, zwischen den Schich-
ten B, und B;_, fur L > 1 wird die am Integrationspunkt OPL(z’x,z’y,@%)]@%ZO riickprojizierte
Schubspannung

Tk =OmiMar =o€ Mit |7 = 5 (o) (4.73)
eingetragen. Das bedeutet, die Schubspannung wird bei festgehaltener Normalspannung senkrecht
zur o33, -Achse auf die durch 7SE beschriebene Flache zuriickprojiziert. Der Spaltenvektor der

elam

Direktorkréfte (3.37) der Schicht By, ist dabei
FY=[-0/ 000 .. 0]'®e, (4.74)

eine Flachenlast in der Referenzflache der Schicht, vgl. (2.175). Der Spaltenvektor der Direktor-
krafte (3.37) der Schicht 5;,_; ist dabei

FY =0 o H, ., o (H 1) .. o (H )" ] @e (4.75)

eine Flachenlast in der der Referenzflache gegentberliegenden Oberflache der Schicht, vgl.
(2.180). War die aktuelle Normalspannung o33, beim Bruch eine Zugspannung, wird zuerst die
Ruckprojektion fir o33 = 0 durchgefihrt, dann fir (4.73). Abb. 4.9(a) zeigt eine exemplarische,
infolge des Tangentialspannungszustandes vor dem Bruch, als duf3ere Last eingetragene Tangenti-
alspannung im Augenblick unmittelbar nach dem Bruch, wenn noch kein Schlupf vorhanden ist.
Ein derartiger Spannungszustand konnte z. B. auftreten, wenn die dargestellten Schichten eines
Einzelelementes senkrecht zur Verbundfldche voneinander abgezogen werden und B;, gegenuber
B eine grofiere Querdehnung aufweist.

Zulassige Spannung nach dem Bruch nach weiterem Gleiten.

Zur Bestimmung der in der Kontaktflache zwischen delaminierten Schichten zu Ubertragenden
Schubspannungen wahrend des Gleitens wird im Rahmen dieser Arbeit ein schlupfabhéngiges
Reibgesetz verwendet. Dazu wird eine nichtlineare Abhdngigkeit der Schubspannung (4.36) von
der BewegungsgroRe gt , vgl. (4.60), formuliert. Nach dem Versagen des Verbundes durch Er-
reichen der beim Verbund maximal zul&ssigen resultierenden Schubspannung 7peam Verliert der
Schichtenverbund sofort (gekennzeichnet durch die Schubspannung 75" in (4.70)) und anschlie-
Rend zusatzlich mit zunehmender tangentialer Relativverschiebung gt ;, der Schichten zueinander
die Fahigkeit, Schubspannungen zu tibertragen. Diese Abnahme der Ubertragenen Schubspannun-
gen korrespondiert mit einer zunehmenden Materialschadigung, wenn die Oberflachen aufeinander
reiben. Da zur Beschreibung dieses Effektes nicht nur die aktuelle tangentiale Relativverschiebung
der Schichten benutzt werden kann, sondern die beim Gleiten erreichte grofte tangentiale Relativ-
verschiebung zweier gegenuberliegender Punkte den Grad der Schadigung widerspiegelt, wird ein
Tangentialspannungsvektor auf der Grundlage des Wertes ¢7'%* formuliert, der den im gesamten
Gleitprozess bisher erreichten Grofitwert des Betrages (4.64) des Schlupfvektors des jeweiligen
Punktes der Schicht 5;, bezeichnet, vgl. Abb. 4.10.

Abbildung 4.10 zeigt jeweils zweischichtige Verbundsysteme, bei denen auf der linken Seite beide
Schichten aus Beton und auf der rechten Seite beide Schichten stellvertretend fur Materialien mit
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w»

(a) unmittelbar nach dem Bruch (b) nach dem Bruch nach weiterem
Gleiten

Abbildung 4.9: Verformungszustande nach dem Bruch (oben) mit Freikdrperbildern und exempla-
rischen Schubspannungszustédnden (unten)

vergleichsweise glatten Oberflachen z. B. aus Kunststoff bestehen, wobei jeweils die obere von der
unteren Schicht abgezogen wird, ahnlich wie im Abzugsversuch in Abschnitt 5.2. Untereinander
sind jeweils drei Zustdnde wahrend dieser Gleitprozesse dargestellt, oben kurz nach Beginn des
Abzugs bei beginnender Delamination bei einer Abzugskraft p;, in der Mitte bei Erreichen der
groBten Relativverschiebungen ¢gT'%* der oberen gegentber der unteren Schicht entlang der Refe-
renzflache der oberen Schicht, die die Kontaktflache ist, bei einer Abzugskraft p,, unten bei einer
Abzugskraft ps; = 0, bei der bei angenommener vollstandiger Elastizitit der oberen Schicht die
Relativverschiebung des linken Schichtenendes der oberen Schicht gegenliber dem der unteren
Schicht wieder fast in den Ausgangszustand zuriickgeht, d. h. fast verschwindet. Die jeweils er-
reichten Relativverschiebungen gr 1, entlang der Referenzflache der oberen Schicht, die sowohl fiir
den links als auch fiir den rechts dargestellten Gleitprozess gelten, sind in den Diagrammen unter
den Bildern dargestellt, wobei unter den unteren Abbildungen zusétzlich die entlang der Referenz-
flache der oberen Schicht wahrend des Gleitprozesses erreichte maximale Relativverschiebung dar-
gestellt ist. Zwischen den Schichten ist schematisch die Verdnderung der Delaminations-Rissflache
wahrend der Gleitprozesse dargestellt, wobei die Delaminations-Rissflache zwischen den Beton-
schichten anfangs sehr verzahnt ist und nach erfolgter Gleitung weniger verzahnt, d. h. glatter ist,
wéhrend sie im Vergleich dazu bei Kunststoffen jederzeit relativ glatt sein kann.

Je mehr sich die Kérper wéhrend des Gleitens gegeneinander verschoben haben, desto mehr soll
der Bereich zuldssiger Spannungszustiande, ausgehend vom Startwert der Tangentialspannungen
fir das Gleiten in Abb. 4.7, weiter eingeschnirt werden, vgl. Abb. 4.11. Im Fall des Kontakts
nimmt die resultierende Tangentialspannung den Betrag

Glei Glei 1 9L A\
2 ) =it (1- (1- ) (2F) .76)
2 9t
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Abbildung 4.10: Gleitprozess zweier Schichten; links: Betone; rechts: Kunststoffe

mit 7St (633, ) nach (4.70) an. Wahrend 1 in (4.70) die anfangliche Abminderung der tibertrag-
baren Schubspannung unmittelbar nach dem Verlust des Verbundes darstellt, gibt ¢ (0 < p < 1)
die Abminderung an, wenn g7 den Wert des Parameters gf annimmt. Zum besseren Versténdnis

der Funktion (4.76) sei auf die Beziehung

Gleit

Trnax (g_rlpix = g'ﬁl't) = MTgéf;ﬁn’ (4-77)

die der Einfuhrung der Parameter 1 und ¢f, die wiederum durch entsprechende Parameterstu-
dien bei Auswertung von Versuchen gefunden werden kénnen, zu Grunde liegt, und Abb. 4.12
verwiesen. Dieses Reib- bzw. Schubspannungsgesetz hat im Unterschied zur klassischen Cou-
LomBschen Reibung die Eigenschaft, dass es im Fall von Kontakt auch bei nicht vorhandenem
Kontaktdruck wirkt. Die ohne Andruck zwischen den Kontaktpartnern wirkenden Tangentialspan-
nungen tragen dem Vorhandensein von Adhdsion Rechnung. Der Verlauf der tbertragenen Schub-
spannung in Abhangigkeit der tatsachlich erreichten maximalen tangentialen Relativverschiebung
der Schichten zueinander ist in Abb. 4.12 dargestellt. Er bewirkt im Druckbereich von ¢3*, ausge-
hend von der Flache, die die Menge der Punkte zuldssiger Spannungszustande fur das anféangliche
Gleiten darstellt, vgl. Abb. 4.7, eine weitere Einschniirung des eingeschlossenen Bereiches zuldssi-
ger Spannungszustande fur fortschreitendes Gleiten. Als &ul3ere Belastung fur die Tangentialspan-
nung im Bereich ¢S;, zwischen den Schichten B;, und B;_; fur L > 1 wird die Schubspannung

7_Gleit )
Tip = T gr, = ore; (4.78)
|gTL|
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Abbildung 4.11: Bereich zuldssiger Spannungszustande wahrend des Gleitens
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Abbildung 4.12: Abnahme der Ubertragbaren Tangentialkontaktspannung mit zunehmender max.
Tangentialverschiebung

eingetragen. Deren Verteilung auf die Spaltenvektoren der Direktorkrafte der Schichten B, und
By, fur L > 1 erfolgt wie in (4.74) und (4.75). Abb. 4.9(b) zeigt eine exemplarische, infolge
des im aktuellen Zustand aufgetretenen Schlupfes, als &ullere Last eingetragene Tangentialspan-
nung nach dem Bruch, wenn Kontakt vorhanden ist. Ein derartiger Spannungszustand kénnte z. B.
auftreten, wenn die Schichten wie dargestellt gegeneinander verschoben werden. In der nachfol-
genden Tabelle sind die Spannungs- und Relativverschiebungszustande zwischen den Schichten
zusammengefasst:

Verbund Kontakt/Startwert Kontakt/Gleiten
A =0 gy =0 9y >0
Schalendickenrichtung 33
33 Umax O O
Tangentialrichtung ‘ . . _
< . TDelam (U%3L> Tlg;elfeli}n (‘7%31:) Tn?éilt (9¥1 7 Tgémn)

Parameter.

Die in Abschnitt 4.3 fur die Versagensfunktion eingefuihrten Grenzwerte mma als maximalen Betrag
der resultierenden Schubspannungen bei einem Spannungszustand im Verbund, bei dem senkrecht
zur Versagensflache keine Spannung auftritt, und 32, als maximalen Betrag der Zugspannungen
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senkrecht zur Versagensflache bei einem Spannungszustand im Verbund, bei dem keine Schub-
spannung auftritt und der flr die Form der Versagensflache verantwortliche Parameter p, werden
in (4.70) Ubernommen.

Darlber hinaus sind zur Beschreibung des Verhaltens nach erfolgter Delamination die Parameter
to, und die Parameter 1 und g4 eingefuhrt worden. Diese Parameter konnen wiederum durch ent-
sprechende Studien bei Auswertung der im Rahmen des Sonderforschungsbereiches 528 ,, Textile
Bewehrungen zur bautechnischen Verstarkung und Instandsetzung® durchzufiihrenden Versuche
fiir die in Abschnitt 2.6 beschriebenen Materialien gefunden werden, wobei jedoch zum Einen
die derzeitigen Moglichkeiten der Messtechnik zur Erfassung des Schlupfes in Bruchflachen der
Versuchskorper die Bestimmung dieser Parameter noch nicht zulassen, vgl. [WEBER 2005]. Zum
Anderen konnen diese Parameter wegen der Verwendung des linearen Materials innerhalb der
Schichten und der damit verbundenen nicht zunehmenden Erweichung der Schichten bei Laststei-
gerung uber die Plastizitatsgrenze hinaus nicht richtig skaliert werden, d. h., der dadurch gemachte
Fehler ist groRer, als der Einfluss der Reibparameter auf den Verschiebungsverlauf entlang des
Risses. Deswegen liegen der Wahl der Werte fur diese Parameter grobe, sinnvolle Annahmen zu
Grunde.

1. Der Abminderungsparameter 1o wurde fur die Materialien Beton und Textilbeton im Bereich
0,80 < to < 0,99 (Betone) (4.79)

vorausgesetzt und fiir Laminatstrukturen aus faserverstarkten Kunststoffen auf Schichten aus
Holz oder wiederum aus Kunststoffen im Bereich

0,01 S o < 0,20 Kunststoffe) . 4.80
~ Ho =

2. Bei festgehaltenem Parameter

p=0,2 (4.81)

3. wurde fir die Materialien Beton und Textilbeton
0,0001m < ¢f £ 0,001m (Betone) (4.82)

und fir Laminatstrukturen aus faserverstarkten Kunststoffen auf Schichten wie Holz oder
anderen Kunststoffen

gr — oo (Kunststoffe) (4.83)

gewahlt. Die Wahl von (4.83) sorgt bei gleichzeitiger Wahl von p. = pq flr eine annéhernd
konstante Reibung, die gleitwegunabhangig ist.

In Abb. 4.10 sind, wie bereits erlautert, mogliche Verformungsprozesse zweier aufeinanderliegen-
der Schichten aus Beton (links) und aus Kunststoff (rechts) fir eine Be- und eine anschlieende
Entlastung dargestellt. Nach Entlastung ist der Schlupf in den dargestellten Beispielen jeweils wie-
der Null. Bei dem Material Beton sind, wie in der Abbildung zu erkennen, durch den Gleitprozess
die Rissufer der Bruchflachen geglattet worden, bei aufeinander gleitenden Kunststoffen ist das
nicht der Fall. Durch die Wahl der Parameter (4.79) bis (4.83) wird diesem bei Bauteilversuchen
zu beobachtenden Effekt Rechnung getragen.
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CouLomBsche Reibung.

Wenn die Krafte aus dem eingefiihrten Reibmodell bei weit fortgeschrittener Gleitung nicht mehr
maRgebend sind, d. h., wenn 7Skt < 78l “und der Berechnungsprozess weiter fortgefiihrt wer-
den soll, treten an die Stelle von 78 die Tangentialkontaktspannungen aus CouLoMBscher Rei-
bung

Glei 33 .
7_(:oﬁl|tomb = UcCoulomb Om [, mit omr <0, (4.84)

die analog zu (4.78) als &uRere Last hinzugeftigt werden:

Gleit

T .
r _ 'Coulomb _I-I __ _rn3_
Tk = e T, =07°€;. (4.85)
&1L

Deren Verteilung auf die Spaltenvektoren der Direktorkréfte der Schichten 5, und 5, fur L > 1
erfolgt wie in (4.74) und (4.75). Es ist gt der Schlupfvektor, am betrachteten Punkt von der
letzten berechneten Konfiguration zur Momentankonfiguration wahrend des Losungsprozesses des
Gleichungssystems durch das NEWTON-RAPHSON-Verfahren. Wenn die Grenzschubspannung fir
das Haften (nicht Verbund) unterschritten wird, wird die gegenseitige tangentiale Verschiebung der
Kontaktpartner durch das Penalty-Verfahren analog dem \Vorgehen fir den Normalkontakt nach
Abschnitt 4.4.2 unterdriickt.

5 Numerische Beispiele

5.1 Kragplatte — Einfluss der Reibgesetze

vollflachige textilbewehrte Verstiarkungsschicht, 1 cm
Einspannung des (lineares orthotropes Materialgesetz)
Grundkorpers

Kontaktfliche mit
Verbund- u. nichtlinearem
Reibgesetz

Flachenlast 48 kN/m? Grundkorper, 14 cm
an der unteren Oberfldche (lineares Materialgesetz fiir Beton)

Abbildung 5.1: Verstarkte Kragplatte mit Flachenlast 48 kN /m?

Die auf der Kontaktmechanik basierenden Erweiterungen, die in Abschnitt 4 beziglich der in Ab-
schnitt 3 eingefuhrten oberflachenorientierten Mehrschichten-Multidirektor-Schalentheorie vorge-
nommen wurden, werden im Folgenden in einem Anwendungsbeispiel eingesetzt, um das Fort-
schreiten der Delamination in der Versagensflache zwischen zwei Schichten zu simulieren. Dazu
werden bei ansonsten gleichen Bedingungen unterschiedliche Reibgesetze 7St (g die auf der
Grundlage von (4.76) gebildet werden, in der Versagensflache eingesetzt. Diese haben im Unter-
schied zur klassischen CouLomBschen Reibung alle gemeinsam, dass sie im Fall von Kontakt
auch bei nicht vorhandenem Kontaktdruck wirken. Die ohne Andruck zwischen den Kontaktpart-
nern wirkenden Tangentialspannungen tragen dem Vorhandensein von Adhésion Rechnung.
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Bei dem Anwendungsbeispiel handelt es sich um eine zweischichtige diinne Quadratplatte, s.
Abb. 5.1, die an der hinteren Stirnflache der unteren Schicht (Grundkdrper) gelagert ist. Die Frei-
heitsgrade der oberen Schicht an den Finite-Element-Knoten entlang des eingespannten Plattenran-
des verbleiben abgesehen von den drei Verschiebungen, die mit der unteren Schicht gekoppelt sind,
im System. Die Platte besteht aus 3 x 3 zweischichtigen Schalenelementen mit je 9 Knoten. Jede der
beiden Schichten besitzt drei Direktoren, so dass je Knoten mit 21 Freiheitsgraden gerechnet wird.
Fur die erste, isotrope Schicht B;, deren Referenzflache die untere Plattenoberflache ist, gilt: Die
Schichtdicke betragt i, = 0, 14 m, der Elastizititsmodul £ = 30000 N/mm? und die Querdehn-
zahl v = 0, 17. FUr die zweite, orthotrope Schicht B,, deren Referenzflache in der in Abb. 5.1 aus-
gewiesenen Kontaktflache liegt, gilt: Die Schichtdicke betragt H, = 0, 01 m, die Elastizitdtsmoduli
E) = E3 = 34000 N/mm?, Ey = 36000 N/mm?, die Schubmoduli G153 = G5 = 14530 N/mm?,
G2 = 15380 N/mm? und die Querdehnzahlen vy = 113 = 193 = 0,17. Die My,-Richtung des
Materialgesetzes, vgl. (3.30), d. h. die 2-Richtung der Schicht B,, weist in Plattenlangsrichtung.
Die diinne Schicht B, besitzt in alle Richtungen hoéhere Elastizitdtsmoduli als Schicht 5;.

Als Belastung wird an der Referenzflache der unteren Schicht B;, also an der unteren Platten-
oberflache, eine konstante nach unten wirkende vertikale Flachenlast schrittweise in der Art vor-
gegeben, dass die Endbelastung (F,; = 48 kN/m? betragt. Das Auftreten erster Delaminationen
geschieht in einer Laststufe bei etwa o F,; = 24 kN /m?. Der Spannungsvektor o » der Oberflache
ist entsprechend dem Delaminationskriterium (4.15) die Grundlage fur die Entscheidung zwischen
Verbund und Delamination. Die darin vorkommenden Parameter wurden o33, = 1,98 N/mm?
und Tmax = 1,21 N/mm? gewdhlt. Die in der Laststufe mit ersten Delaminationen auftretenden
Spannungen o322, bleiben in der gesamten Referenzflache der Verstarkungsschicht deutlich unter
der o. g. zulassigen Grenze ¢33, . Entlang der Einspannstelle tritt in dieser Laststufe ein tber die
gesamte Breite reichender schmaler Streifen mit hohen Schubspannungen auf, was zeigt, dass das
Erreichen von 023, = Tpeiam (023,) Mit 0. 9. Tmax, VQI. (4.21), maRgebend wird fiir das einsetzende
Ablosen der oberen von der unteren Schicht an der Kante, an der die untere Schicht eingespannt
ist. Bei den im Folgenden vorgestellten drei Berechnungen wurde, nachdem jeweils der Bruch-

Gleit

TDelam TDelam TDelam
0,95 Tpelam 0,95 TDelam
0,01 TDelam 0,19 Tpelam |
0,0 ,0 g7 0’00,0 0,(35 mm gt 0’0(]70 gr
(a) konstante schwache Reibung (b) schlupfabhangige Reibung (c) konstante starke Reibung

Abbildung 5.2: Berechnungen mit verschiedenen Reibgesetzen

zustand erreicht wurde, das Verhalten nach erfolgter Delamination jeweils entweder durch das
Reibgesetz in Abb. 5.2(a), das nahezu keine Ubertragung von Tangentialkraften zwischen delami-
nierten Schichten zulésst, das schlupfabhangige Reibgesetz in Abb. 5.2(b) und das Reibgesetz in
Abb. 5.2(c), das - im Fall der Beriihrung der Schichten - die Ubertragung von nahezu so groRen
Tangentialkraften ermdglicht, wie vor dem Versagen ubertragen werden konnten, simuliert. Alle
drei Reibgesetze gehen aus (4.15) hervor. Die konstanten Verldufe in Abb. 5.2(a) und Abb. 5.2(c)
werden durch die Wahl von ¢gf — oo und u = pqg erreicht. In Abb. 5.3 ist der Zustand der De-
lamination an der Quadratplatte bei der Endbelastung bei Berechnung mit dem Reibgesetz nach
Abb. 5.2(a) dargestellt. Der Verlauf des Randes des Delaminationsbereiches weicht hier und im
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BT ] ([ [ [T
-0.0014 -0.0007 0.0000 0.0000 0.0005 0.0010
(a) Delaminationsbereich (dunkel) - (b) Schlupf groinm (c) Klaffung gno inm

interpolierte Darstellung

Abbildung 5.3: Verformungen bei schwacher Reibung, max. Durchbiegung 6, 639 cm

Weiteren wegen der Darstellung der delaminierten bzw. nicht delaminierten Fl&che als einfache
Interpolation zwischen nur 9 Stiitzstellen je Element geringfligig vom Verlauf der Rénder der in
Abb. 4.3 definierten Bereiche ab. Die wéhrend der Verformung bis zu diesem Zustand in der Kon-
taktflache tbertragenen Schubspannungen waren zu jeder Zeit 0, 01-fach so grol3, wie die Schub-
spannung, die bei der jeweiligen augenblicklichen Normalkontakt-Druckspannung zum Delami-
nieren flhren wirde. Die grofite Absenkung der Platte an der Vorderkante betrdgt dabei 6, 639 cm.
Die Delamination ist gleichmaRig bis in Plattenmitte fortgeschritten, vgl. Abb. 5.3(a). Die Tan-
gentialverschiebung der Schichten relativ zueinander, der Schlupf, ist im Auflagerbereich sehr
groR, vgl. Abb. 5.3(b). Die obere, diinne Schicht bleibt weitestgehend gleichmaRig auf der unteren
Schicht liegen, vgl. Abb. 5.3(c). In Abb. 5.4 ist der Zustand der Delamination an der Quadratplatte

T 1T 11 [T T
-0.0007 0.0000 0.0000 0.0005 0.0010
(a) Delaminationsbereich (dunkel) - (b) Schlupf gro inm (c) Klaffung gno inm

interpolierte Darstellung

Abbildung 5.4: Verformungen bei schlupfabhangiger Reibung, max. Durchbiegung 5, 810 cm

bei der Endbelastung bei Berechnung mit dem Reibgesetz nach Abb. 5.2(b) dargestellt. Die wah-
rend der Verformung bis zu diesem Zustand in der Kontaktflache tibertragenen Schubspannungen
nahmen, wenn man einmal gleichbleibenden jeweiligen augenblicklichen Normaldruck annimmt,
ab. Sie sind bereits in den Bereichen der Platte, in denen der Schlupf etwa 0, 05 mm betragt, nur
noch 0, 19-fach so groR, wie die Schubspannung, die bei der dort vorhandenen augenblicklichen
Normalkontakt-Druckspannung zum Delaminieren fuhren wirde. Die grofite Absenkung der Platte
an der Vorderkante betrégt dabei 5, 810 ¢cm, was eine Verringerung gegentber der bei der Berech-
nung mit schwacher Reibung auftretenden bedeutet. Hier werden zwischen den Schichten nach
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der Delamination noch verhaltnisméal3ig grofRe Tangentialspannungen bertragen, was am geringen
Schlupf in Verbindung mit dem Reibgesetz zu erkennen ist. Damit ist die diinne Schicht noch stér-
ker an der Lastabtragung beteiligt als im System von Abb. 5.3. Die Delamination, vgl. Abb. 5.4(a),
ist &hnlich weit, jedoch in einigen Bereichen geringfligig weiter fortgeschritten als bei der Simula-
tion mit konstanter schwacher Reibung, was auch an der relativ groben Vernetzung der Platte liegen
kann. Der Schlupf, vgl. Abb. 5.4(b), ist insgesamt etwas geringer als bei der Simulation mit kon-
stanter schwacher Reibung. Die obere, diinne Schicht bleibt wiederum in den meisten Bereichen
auf der unteren Schicht liegen, vgl. Abb. 5.3(c), bzw. durchdringt (im Rahmen numerischer Ergeb-
nisse) diese evtl. ein wenig. In Abb. 5.5 ist der Zustand der Delamination an der Quadratplatte bei

-0.0014 -0.0007 0.0000 0.0000 0.0005 0.0010
(a) Delaminationsbereich (dunkel) — (b) Schlupf groinm (c) Klaffung gno inm

interpolierte Darstellung

Abbildung 5.5: Verformungen bei starker Reibung, max. Durchbiegung 5, 368 cm

der Endbelastung bei Berechnung mit dem Reibgesetz nach Abb. 5.2(c) dargestellt. Die wahrend
der Verformung bis zu diesem Zustand in der Kontaktflache tbertragenen Schubspannungen wa-
ren zu jeder Zeit 0, 95-fach so groR3, wie die Schubspannung, die beim jeweiligen augenblicklichen
Normaldruck zum Delaminieren fuhren wirde. Die groRte Absenkung der Platte an der Vorder-
kante betragt dabei 5,368 cm, was eine weitere Verringerung gegentber der bei der Berechnung
mit schlupfabhéngiger Reibung auftretenden bedeutet. Zum Vergleich: Die grofite Absenkung der
Platte an der Vorderkante betragt, wenn der Verbund erhalten bleibt, 5, 364 cm. Die Delamination,
vgl. Abb. 5.5(a), ist genauso weit fortgeschritten wie bei der Simulation mit schlupfabhéngiger
Reibung. Der Schlupf, vgl. Abb. 5.5(b), ist wegen der grof3en Schubspannung fast Null. Ein Phé-
nomen, welches jetzt hinzukommt, ist die infolge von Reibung zwischen den Schichten im Auf-
lagerbereich auftretende Aufkrempelung der diinnen Schicht B,, vgl. Abb. 5.5(c). Das ist dadurch
zu erkléren, dass bezogen auf die neutrale Faser der diinnen Schicht in Folge der Reibungskréfte,
die auf die Oberflache der diinnen Schicht wirken, ein sogenanntes Krempelmoment in positive
x-Richtung wirkt, das lokal eine besonders grol3e Biegung der diinnen Schicht bewirkt. Ein gleich
grolRes Moment in die selbe Richtung wirkt in Folge der Reibungskréfte bezliglich der neutralen
Faser der dicken Schicht B; und verursacht eine nicht so deutlich sichtbare zusétzliche Biegung
der Schicht ;.

Die Berechnungen und Abbildungen zeigen u. a., dass die Mdglichkeit besteht, die fur die unter-
schiedlichen Reibgesetze verwendeten Werte fiir die in Abschnitt 4.4.3 eingefuhrten Parameter so
zu bestimmen, dass Bauteilversuche simuliert werden kdnnen, wenn die messtechnischen Voraus-
setzungen insbesondere zur Messung - z. B. entlang der Rénder - des Schlupfes und der Klaffung
gegeben sind.
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5.2 Laschenabzugsversuch — Parameterskalierung

Fir die im Abschnitt 4.3 fir ein Delaminationskriterium zwischen Schichten allgemein einge-
fihrten Parameter ¢33, 7max, p und fiir die im Abschnitt 4.4.3 fur die Beschreibung des Verhal-
tens nach erfolgter Delamination zwischen Schichten allgemein eingefuhrten Parameter s, 4, g%
werden durch den im nachfolgenden Abschnitt beschriebenen Bauteilversuch Zahlenwerte gefun-
den, die im Rahmen der Mdglichkeiten des entwickelten Mehrschichtenmodells eine realitatsnahe
Finite-Element-Simulation dieses Versuches ermdglichen. Dabei wurden fur p und g sinnvolle

Textilbetonlasche (4 = 10x0,8 cm?) FE-diskretisierter Ausschnitt
15¢cm
10cm Verbund

Mﬁﬂ ~

Betongrundkorper (4 = 15x15 cm?)
Stempel (4 = 14x14 cm?)

Stahllasche (4 = 5x0,5 cm?)

Abbildung 5.6: Versuchsanordnung des Laschenabzugsversuchs aus SFB 528, Teilprojekt C1

4 zweischichtige 5 zweischichtige 3 einschichtige
Elemente a 2,5 cm, Elemente a 3,0 cm, Elemente a 3,0 cm
ohne Verbund Verbund im Ausgangszustand
| | | |
Schicht 2 <3
u d
1 {2 ]3] 4 5 6 7 8 9 10 | I | 12

Schicht 1

Symmetrierandbedingungen in der Schalenreferenzfldche
Abbildung 5.7: Elementierung (Langsschnitt im FE-diskretisierten Ausschnitt)

Annahmen getroffen, 1 wurde als der zu ¢4 korrespondierende Parameter festgehalten. Der Para-
meter o33, wurde aus einem anderen Bauteilversuch, bei dem eine Textilbeton-Verstarkungsschicht
senkrecht zur Verbundflache von einem Betongrundkérper aus Beton der Klasse B25 abgezogen
wurde, unverandert tbernommen. Aus der dabei im Mittel tber mehrere Serien fiir das im Fol-
genden verwendete textile Gelege maximal Ubertragenen Kraft wurde der 0. g. Spannungswert
ermittelt. Es verbleiben die Parameter 7max und g7, die durch Probieren so eingestellt wurden, dass
der Prozess des Fortschreitens der Delamination mit steigender Last und die dabei auftretenden
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maligebenden Verschiebungen ann&hernd simuliert werden konnten.

In Abb. 5.6 ist die im Sonderforschungsbereich 528, Teilprojekt C1 gewahlte Versuchsanordnung
des Abzugs einer textilbewehrten Betonlasche von einem Betonprisma der Festigkeitsklasse B25
dargestellt. Der in diesem Bild als FE-diskretisierter Ausschnitt gekennzeichnete Bereich des Ver-
suchskorpers wurde fiir eine Simulation des Belastungsprozesses durch die entwickelten Mehr-
schichtenelemente mit verschieblichen Schichten durch insgesamt 72 finite Schalenelemente, da-
von jeweils 36 ein- und zweischichtige, unter Ausnutzung des hinsichtlich des Verschiebungs-
verhaltens symmetrischen Versuchsaufbaus diskretisiert. Das Kontinuum innerhalb jeder Schicht
wurde durch einen 3-Direktor-Ansatz approximiert. In Abb. 5.7 ist ein L&ngsschnitt durch den
diskretisierten Bereich dargestellt. Die Elemente 1 bis 4 des Schnittes haben bereits im Ausgangs-
zustand keinen Verbund zwischen den 2 Schichten und werden spater bei der Simulation des Ver-
haltens nach erfolgter Delamination hinsichtlich des auf die Erfassung von Adhasion ausgelegten
Reibgesetzes nicht bericksichtigt. Die Elemente 5 bis 9 des Schnittes reprasentieren durch die
Schichtenreferenzflache ihrer jeweils 2. Schichten den sogenannten Verbundbereich. Fir den Be-
tongrundkdorper und die Lasche ist entsprechend der in Abschnitt 2.6 vorgestellten Materialmodelle
jeweils ein lineares Material zur Anwendung gekommen. Dabei wurde fur den durch ein Textil-
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(a) Delaminationsfortschritt d in Abhéngigkeit von der  (b) groRte Verschiebungen « der Lasche im Verbundbe-
Kraft reich des Ausgangszustandes

Abbildung 5.8: FE-Simulation des Laschenabzugsversuchs

gelege bewehrten Feinbeton der Lasche ein orthotropes Material entsprechend den fiir den linear
elastischen Bereich entwickelten Homogenisierungen mit den Konstanten E; = 28858 N/mm?,
Ey = 19242 N/mm?, E5 = 27390 N/mm?, G, = 11786 N/mm?, G13 = 11972 N/mm?,
Gz = 11714 N/mm? und vy = 0,22, ve3 = 0,12, v, = 0, 18 flr Elastizitatsmoduli, Schubmo-
duli und Querdehnungen verwendet. Zur Berticksichtigung der durch die Schrégrisse, die sich wéh-
rend des Belastungsprozesses innerhalb der Schicht der Lasche einstellen, vgl. dazu Abb. 4.2 im
Abschnitt 4.1, stark verdnderten Materialeigenschaften wurden alle Elastizitats- und Schubmoduli
des linear elastischen Materials von Beginn an auf den 0, 2-fachen Wert abgemindert, um die im
Versuch ermittelten Verschiebungen der Lasche in der Berechnung anndhernd nachvollziehen zu
kdnnen. Das dem dargestellten Versuch zugrunde gelegte Gelege besteht aus 4 Lagen Einzelgelege
mit der Bezeichnung NWM3-020-00, das wiederum jeweils aus NEG-ARG620-01-Fasern im Ab-
stand von 3, 6 mm in Belastungsrichtung und NEG-ARG310-01-Fasern im Abstand von 7,2 mm
senkrecht zur Belastungsrichtung besteht. Fiir den Betongrundkdrper wurde ein isotropes Material
mit £ = 25000 N/mm?, v = 0, 2 verwendet. Folgende Werte nehmen die durch das Verbund- und
Reibgesetz eingefuhrten Parameter an, damit der in Abb. 5.8 dargestellte Verlauf der Delaminati-
onsléange und der Verschiebungen ausreichend gut angenahert ist: Fur die Zugfestigkeit senkrecht
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Abbildung 5.9: FE-Simulation des Laschenabzugsversuchs (Berthrungsflache von Lasche und
Grundkdrper im FE-diskretisierten Ausschnitt bei F' = 23,2 kN)

zur Verbundflache wurde o = 1,98 N/mm? fiir das angegebene Material als Messergebnis aus
entsprechenden Versuchen, vgl. [CURBACH, ORTLEPP 2003], direkt ibernommen. Werte fur die
weiteren Parameter 7™ = 6,00 N/mm?; p = 2; po = 0,95; u = 0,2; g§ = 0,2mm wurden
so abgestimmt, dass die Kurven flr FE-Simulation und Versuch in Abb. 5.8(b) einigermafen nahe
beieinander liegen. In Abb. 5.8(a) ist in Abhangigkeit von der in die Lasche eingetragenen Last F'
die Uber die inneren beiden der vier in Laschenbreite nebeneinander liegenden Elemente gemittelte
Lange d des Delaminationsbereiches (nach rechts positiv angegeben) des in Abb. 5.6 bzw. Abb.
5.7 fiir den Ausgangszustand ausgewiesenen Verbundbereiches den gemittelten Ergebnissen aus
den Versuchen gegeniibergestellt. Eine erste Ablésung beginnend an der Kante zwischen dem 4.
und 5. Element, vgl. Abb. 5.7, tritt in der Simulation zwischen 10,7 kN und 15,9 kN erwartungs-
geméal am 5. Element ein. Bei weiterer Laststeigerung bis zur gréfiten im Versuch eingetragenen
Last reicht der Bereich der Ablosung der Lasche vom Grundkérper in der Simulation bis zur Kan-
te des 8. Elementes heran. Zur gleichen Zeit stellen sich die Verschiebungen « der Lasche an der
Kante zwischen dem 4. und 5. Element in der Mitte der Laschenbreite wie in Abb. 5.8(b) darge-
stellt ein, die nach links positiv angegeben werden. Im Versuch sind diese an der Laschenoberseite
gemessen, in der Simulation sind die der Schichtenreferenzflache der 2. Schicht angegeben, wobei
diesbezuglich ein vernachléssigbarer Fehler unterstellt wird. Eine deutlich bessere Approximation
der in Abb. 5.8 dargestellten Verlaufe der in den Versuchen gemessenen GroRen ist bei Einsatz
linearer Materialien innerhalb der Schichten nicht zu erreichen, da die inelastischen Anteile der
Verformung in der Verstarkungsschicht nicht separat erfassbar sind. Es werden durch das Mo-
dell lediglich GesetzmalRigkeiten in der Fuge zwischen den Schichten berticksichtigt, die fiir eine
verbesserte Simulation mit anderweitig entwickelten Versagensmodellen fur Kontinua gekoppelt
werden massten.

In Abb. 5.9 und Abb. 5.10 wird der Zustand des Bauteils wéhrend der Laststeigerung in der Si-
mulation bei fortgeschrittener Delamination beispielhaft bei einer Last F' = 23,2 kN charakteri-
siert. In Abb. 5.9(a) ist der bei der ausgewiesenen Laststufe vorhandene Zustand der Delaminati-
on in der Beruihrungsflache von Lasche und Grundkérper im FE-diskretisierten Ausschnitt durch
dunkle Einfarbung dargestellt. Die Flache in den von links ersten vier Elementreihen ist bereits im
Ausgangszustand ohne Verbund und wird hier begrifflich dem sogenannten Delaminationsbereich
zugeschlagen. Die Abbildung zeigt, dass die Ablésung an den Laschenrédndern weiter vorange-
schritten ist, als im inneren Bereich. In Abb. 5.9(b) ist der in diesem Zustand in der Beruhrungs-
flache aufgetretene Schlupf, der nicht mit der im Diagramm in Abb. 5.8(b) bei F' = 23,2kN
dargestellten Absolutverschiebung verwechselt werden darf, dargestellt. Abb. 5.10 zeigt die mit
der FE-Software IDEAS berechnete Spannungskomponente in Kraftwirkungsrichtung des zu die-
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Abbildung 5.10: Normalspannungen o', in kN/m? (in Kraftwirkungsrichtung bei F' = 23,2 kN)
im L&ngsschnitt; Vergleich von mit IDEAS und DREFES erzeugten Ausschnitten

ser Laststufe gehdrenden Spannungszustandes im L&ngsschnitt, der in der Mitte der Laschenbreite
gefiihrt wurde, mit einem Ausschnitt. Der gleiche Ausschnitt dieser Spannungskomponente ist
fur die Berechnung mit den in das FE-Programmpaket DREFES implementierten Mehrschichten-
Schalenelementen dargestellt, bei dem entsprechend der Elementnummerierung der Abb. 5.7 die
Delamination bis in den linken Bereich des 6. Elementes fortgeschritten ist. Es ist in der Abbildung
zu erkennen, dass die in die Lasche eingeleitete Zugkraft bis zur Kante zwischen dem 4. und 5. Ele-
ment gleichmaRig ubertragen wird. Im 5. Element ist die Wirkung der Adhésion, also einer Restfe-
sigkeit in der Bertihrungsflache der Schichten zu erkennen, da die Zugspannung o\, in der Lasche
dort abnimmt und in der darunter liegenden Schicht die Druckspannung ol lokal zunimmt. Der
Vergleich dieser durch die Mehrschichten-Schalenelemente erhaltenen Spannungsverteilung, ins-
besondere in der mittleren Druckzone im delaminierten Bereich und an der Druckspitze am Rand
der Delaminationszone, mit der mittels Volumenelementen durch IDEAS erzeugten Losung, vgl.
auch [WEBER 2005], bei der deutlich feiner vernetzt wurde, zeigt mit guter Ubereinstimmung die
grundsétzliche Eignung der Mehrschichten-Schalenelemente auch fur solche Problemstellungen.

5.3 Platte mit kreisformiger Anfangsdelamination — Delaminationsfortschritt
5.3.1 Platte aus kohlefaserverstarktem Kunststoff

Im folgenden Abschnitt wird hinsichtlich der VergroRerung eines bereits delaminierten Berei-
ches bei steigender Last ein quantitativer Vergleich mit einem in der Literatur zu findenden Bei-
spiel durchgefiihrt. Bei diesem Beispiel handelt es sich um eine Platte, bestehend aus 16 Schich-
ten kohlefaserverstarkten Kunststoffs AS/3501 mit der Schichtdicke H; = 0,12 mm, wie es in
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[SPRENGER 2000] und [WAGNER 2002] vorgestellt wurde, vgl. Abb. 5.11. Die Materialdaten fir
das orthotrope Material einer Schicht, die Grenzspannungen fiir die Versagensflache und die Bela-
stung sind dort wie folgt gegeben:

Ey1 = 135000 N/mm?, G1y = 5150 N/mm?, vig = 0,317,

Eyy = 8500 N/mm?, Gas = 5150 N/mm?, vys = 0,317, (5.1)
Es3 = 8500 N/mm? Gs1 = 5150 N/mm?, vi3 = 0,317,

o3 =51,7N/mm?, Tmax = 91,0 N/mm? | F =30N/mm,

wobei die erste Materialhauptrichtung (£,;) der Faserrichtung entspricht. Fur den die Form der
Versagensflache in Gl. (4.21) mitbestimmenden Parameter wurde p = 2 angenommen. Darlber
hinaus wurden zur Beschreibung des Verhaltens nach Delamination in den Bereichen, die am An-
fang miteinander verbunden sind, fur die Parameter des Reibgesetzes folgende Werte angenom-
men: uo = 0,6; u = 0,2; gf = 0,05mm. Im Bereich der kreisformigen Anfangsdelamination
wurden die letztgenannten Werte so klein gewéhlt, dass nahezu keine Reibkréfte Ubertragen wer-
den. Folgende Winkel schlieRen die erste Materialhauptrichtung der Schichten 1 bis 8 mit der
Systemachse z; der Reihe nach ein: 0°/0°/45°/0°/0°/ — 45°/0°/90°. Die Schichten 16 bis 9, ab-
steigend, haben die gleiche Reihenfolge der Winkel, so dass sich im nicht delaminierten Bereich
beziglich der Mittelflache eine Symmetrie ergibt. Zwischen den Schichten 14 und 15 ist im ge-
kennzeichneten Bereich bereits vor der Belastung eine kreisférmige Delamination vorhanden. Fir

Bereich 111

Anfangsdelamination , Schichten 15 u. 16 AF 0,24
AF—> 16 Schichten AS/3501 «AF 192 | ]
7 Bereich Il bl 144
— B Sc‘hichten 3bis 14 | 1 ’
| 13 4L 10 4L 13 4L 7 -
Bereich I /\ 0,24
24 i Schichten 1u.2 =~
YYVYYVYYVYVYVYVYVYYYyyyy AF x|
I
gelenkig,
verschieblich
Anfangsdelamination
36 <
X2
freier— — freier
Rand Rand
gelenkig,
verschieblich 3-schichtige
| 9-Knoten-

0 o o o Y Schalenelemente

Abbildung 5.11: Platte mit kreisformiger Anfangsdelamination: statisches System und Ver-
netzung, Mal3e in mm
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die numerische Simulation des Belastungsprozesses durch die Last F' wurden die physikalischen
Schichten 1 und 2, 3 bis 14 sowie 15 und 16 zu den drei Bereichen I bis Il mit jeweils einem
homogenisierten orthotropen Material zusammengefasst. Das System ist mit dreischichtigen Scha-
lenelementen, wie in Abb. 5.11 rechts unten dargestellt, vernetzt, so dass die Elementschichten |
und 111 jeweils eine Dicke von 0,24 mm und Elementschicht Il von 1,44 mm haben, siehe Abb.
5.11 rechts oben. Die Linienlast F entlang der Plattenrdnder wird im Rahmen einer nichtlinearen
Berechnung durch den Lastparameter \ gesteuert. Sie ist in Dickenrichtung der Platte entsprechend
der Langssteifigkeiten der Bereiche (Elementschichten) I bis Il1 in x;-Richtung und der Schicht-
dicken verteilt. Abbildung 5.12 zeigt den Rand des sich vergroRernden Delaminationsbereiches bei
Wirkung der Last AF’ fiir verschiedene Lastparameter A in einem Viertel der Platte. Zum Vergleich
sind die Berechnungsergebnisse aus [WAGNER 2002] durch gestrichelte Linien dargestellt. Durch
das Raster in der Abbildung werden die Elementgrenzen markiert. Da die Information tber die
in einem Schalenelement ggf. erfolgte Delamination wegen der damit verbundenen kinematischen
Entkopplung an den Knotenpunkten vorliegen muss, ist ein kleiner Teil aller Elemente, zu denen
ein und der selbe Knotenpunkt gehdrt, ebenfalls delaminiert. Streng genommen orientiert sich der
Rand des Delaminationsbereiches also nicht an den Elementgrenzen, sondern befindet sich ca. 1/3
der jeweiligen Elementlangen der angrenzenden Elemente auBerhalb des gekennzeichneten De-
laminationsbereiches. Der Beginn der Delamination bzw. die beginnende teilweise Schadigung,
die in [WAGNER 2002] an der Stelle (x; = 5mm, zo = 0mm) angegeben ist, wird durch das
hier vorgestellte Modell nicht erfasst. Die bei Steigerung der Belastung sich entwickelnde Ver-
groRerung des Delaminationsbereiches hin zu einer ovalen Form mit der gréf3eren Ausdehnung in
xo-Richtung kann jedoch gut nachvollzogen werden.

Verlauf nach Lit.: [SPRENGER 2000]

Verlauf berechnet mit
Mehrschichten-Schalenmodell

|
/
L Smm L 25mm

Abbildung 5.12: VergroRerung des delaminierten Bereiches der Platte aus kohlefaserverstarktem
Kunststoff bei zunehmender Drucklast

5.3.2 Platte aus Beton und einer Verstarkungsschicht aus Textilbeton

In einem zum vorherigen ahnlich angelegten Beispiel soll die Anwendung auf eine textilbe-
wehrte \Verstarkungsschicht gezeigt werden. Die hier von Anfang an nur zweischichtige Platte



5.3 Platte mit kreisférmiger Anfangsdelamination — Delaminationsfortschritt 135

(36 cm x 24 c¢m) ist in der Aufsicht und der Vernetzung proportional zu der in Abb. 5.11. Die Lage-
rung erfolgt analog der der Platte des vorherigen Beispiels. Als Belastung wurde analog dem vorhe-
rigen Beispiel eine Linienlast A F" eingetragen (hier in Dickenrichtung der Schale entsprechend der
Schichtdicken verteilt) und zusétzlich die Flachenlast A f, vgl. Abb. 5.13 rechts, mit f = 5 N/cm?.
Die kreisférmige Anfangsdelamination mit einem Durchmesser von 10 ¢m befindet sich zwischen

Anfangsdelamination

™ AF — «—JF 238
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-+ bbbl bl
L L

T 13 10 | 13
/ 7 7
A=0
—
A=12
A=11
x]A 2/:]0
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L Sem L 2,56’1’}1 L
g \ 1

Abbildung 5.13: Links: VergrolRerung des delaminierten Bereiches der Platte aus Textilbeton bei
zunehmender Langsbeanspruchung und Biegung; rechts: Platte mit kreisférmiger
Anfangsdelamination, statisches System, Mal3e in cm

den beiden Schichten. Schicht 1 ist 2,0 cm dick und besteht aus einem isotropen Material mit
dem Elastizitatsmodul £ = 25000 N/mm? und einer Querdehnzahl v = 0, 2, was ungerissenem
Beton entspricht. Schicht 2 ist 0, 8 ¢mn dick und besteht aus Textilbeton. Damit existiert hier im Ge-
gensatz zum vorherigen Beispiel auch in den nicht delaminierten Bereichen keine Symmetrie zur
Mittelfl&ache. In dieser Schicht betragt die Hauptbewehrung (z;-Richtung) 5 Volumenprozent, die
Querbewehrung 1 Volumenprozent. Eine Homogenisierung, vgl. [ ZASTRAU et al. 2006], liefert
fir eine isotrope Feinbetonmatrix (Ey, = 30000N/mm?, v = 0, 2) mit 2 Bewehrungsrichtungen
(f1 = 0,05, fo = 0,01) aus Glasrovings (E, = 76000N/mm?) ein orthotropes Material mit den
folgenden neun unabhangigen Ingenieurkonstanten:

By = 31426 N/mm? G1y = 11520 N/mm? Vs = 0,191,
Eoy = 26535 N/mm?, Gos = 11413 N/mm? Vo3 = 0,221, (5.2)
Es3 = 25429 N/mm? Gs1 = 11498 N/mm? v31 =0, 166.

Fur die Parameter des Versagenskriteriums nach Gl. (4.21) sind folgende Werte angenommen:
o33, = 2,0 N/mm?, Tmax = 6,0 N/mm?, p = 2,0. Fur die einfache Last wurde F' = 300 N/cm
verwendet. Zur Beschreibung des Verhaltens nach Delamination wurden in den Bereichen, die
am Anfang miteinander verbunden sind, fiir die Parameter des Reibgesetzes folgende Werte an-
genommen: g = 0,95, u = 0,2; ¢ = 0,2mm. Im Bereich der kreisformigen Anfangs-
delamination wurden die letztgenannten Werte so klein gewéhlt, dass nahezu keine Reibkraf-
te Ubertragen werden. In Abb. 5.13 links ist wiederum der beim Anwachsen der Delamination
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den Delaminationsbereich begrenzende Rand bei entsprechendem Lastparameter in einem Viertel
der Platte dargestellt. Das Anwachsen des anfanglichen Delaminationsbereiches beginnt bei ca.
AF = 10 - 300 N/em = 3000 N/em, A\f = 10 -5 N/em? = 50 N/cm? in der Umgebung der
Stelle (x; = 0, x5 = 5em). Im Vergleich zum vorherigen Beispiel, bei dem innerhalb der duf3e-
ren Elementschichten die Steifigkeitsunterschiede in den Materialhauptrichtungen des orthotropen
Materials deutlich gréRRer sind, bildet sich hier bei weiterer Laststeigerung nicht die ovale Form
des Delaminationsbereiches aus.

5.4 Kuppel des Krimmeler Wasserturms — Anwendung

Allgemeines.
Fur das in Abschnitt 4.3 eingefiihrte Delaminationskriterium und fur die in Abschnitt 4.4.3 vorge-
stellte Beschreibung des Verhaltens nach erfolgter Delamination zwischen Schichten wurden in

Abbildung 5.14: Kriimmeler Wasserturm
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Abbildung 5.15: Abmessungen des Krimmeler Wasserturms
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Abschnitt 5.2 Zahlenwerte fiir die Parameter gefunden, wobei die Anordnung einer Textilbeton-
Verstarkungsschicht mit 4 Lagen Einzelgelege NWM3-020-00 auf einem Betongrundkoérper aus
Beton der Klasse B 25 zu Grunde gelegt wurde. Das so skalierte Versagensmodell fur die Ver-
sagensform Delamination wird im folgenden Abschnitt bei der Simulation der Belastung eines
zweifach gekriimmten Flachentragwerkes verwendet, bei dem eine Verstarkungsschicht aus dem
0. g. Material auf eine stark geschadigte Betonkuppel aufgebracht wurde. Ziel der Untersuchun-
gen konnte z. B. sein, festzustellen, ob und wie bei fir ein Kuppelbauwerk real zu erwartenden
Belastungen Delamination einer nachtraglich aufgebrachten Verstarkungsschicht aus Textilbeton
auftritt. Das zu diesem Zweck zu untersuchende Beispielobjekt, der Wasserturm in Krimmel bei
Geesthacht, s. Abb. 5.14, weist starke Schadigungen auf, so dass der Einsatz einer Textilbeton-
\erstarkungsschicht zur Sanierung der Kuppel in Erwagung gezogen wird. Der Wasserturm wurde
1916 erbaut und steht seit 1997 unter Denkmalschutz. Die Bauhthe betragt ca. 30 m ab Oberkante
Gelande, und die Kuppel hat einen AuBendurchmesser von ca. 15 m, s. Abb. 5.15. Die zu verstar-
kende Kuppelschale ist als Rotationsschale mit einem gro3ten Innenradius von 6, 64 m ausgebildet
und weist eine Schalendicke von 0, 14 m auf. Am oberen Rand der Konstruktion ist eine Later-
ne mit dem Durchmesser von 3,00 m und einer Bauhthe von 2,85 m aufgesetzt (Abb. 5.15(b)).
Sowohl am oberen als auch am unteren Rand der Schale ist ein Ringtrager ausgebildet, wobei die
Dickenédnderung von dem unteren Ringtrager zur Schale hin kontinuierlich erfolgt. Durch Verwit-
terung und Einwirkungen im 2. Weltkrieg wurde die Schale stark besch&digt. In der Folge entstan-
den groRflachige Abplatzungen und mehrere Lécher. Die vorhandene Bewehrung ist in einigen
Bereichen zu grofRen Teilen freigelegt, stark korrodiert und wird deshalb bei der Modellierung
nicht explizit erfasst.

Diskretisierung und Vergleichsberechnungen.
Das System wurde mit insgesamt 120 Elementen, 80 zweischichtigen Schalenelementen im Kup-

einschichtiges /{ tatsdchliche Geometrie des Querschnitts
finites Schalenelement ~ = (Bereich nicht durch finites Element tiberdeckt)
Uberdeckung durch ‘ . .
zwei finite Elemente ~ Oberer Ringtréger
Verstarkungsschicht
zweischichtiges
finites Schalenelement
Schalenreferenzflache
eiqschichtiges — unterer Ringtrager
finites Schalenelement
G777

Abbildung 5.16: Querschnitt des diskretisierten Bereichs der Kuppelschale

pelbereich und 40 einschichtigen Schalenelementen fiir die Fortsetzungen der Geometrie am obe-
ren und unteren Rand vernetzt, vgl. dazu den in Abb. 5.16 dargestellten Querschnitt der Rota-
tionsschale. Am oberen und unteren Ringtrager gibt es dabei Bereiche, in denen sich Elemente
Uberdecken, d. h. durchdringen, und Bereiche (grau gekennzeichnet), die nicht durch ein Element
Uberdeckt sind. Diese Ungenauigkeiten sind flr die nachfolgenden Berechnungen von unterge-
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ordneter Bedeutung. Das Funktionieren dieser Schalenelemente bei einer so deutlichen Dickenan-
derung, wie bei denen unmittelbar tber dem unteren Ringtrdger wurde in [WEBER 2005] durch
Beispielrechnungen gezeigt. Das Finite-Element-Netz mit den Anschlussen des oberen und unte-
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-0.0011

-0.0022

-0.0033
cm

(a) Vernetzung mit 9-Knoten-Mehrschichtenele-  (b) Vertikalverschiebungen der Schalenreferenzflache in c¢m
menten unter Vertikallast (1 kK N/m?) auf die Schalenflache

Abbildung 5.17: Kuppelschale des Krimmeler Wasserturms

ren Randtréagers ist in Abb. 5.17(a) bezlglich der Kuppel-Innenfléche, die auch Referenzflache der
Schalenelemente ist, dargestellt. Innerhalb jeder Schicht wurde eine Kinematik mit 2 Direktoren
(anfangs 15 Freiheitsgraden je Knoten, in delaminierten Bereichen 18 Freiheitsgraden je Knoten)
verwendet. Die Knoten am unteren Rand des unteren Randtrégers sind unverschieblich, gelenkig
in der Referenzflache gelagert. Die Stelle der Lagerung in Schalen-Dickenrichtung wurde so ge-
waéhlt, um die fir die oberflachenorientierte Schalentheorie natiirliche Lagerung in der Oberflache
benutzen zu kénnen, fir die die Formulierung einer Randbedingungsmatrix, vgl. Abschnitt 3.4,
nicht erforderlich ist. Fur den Betongrundkdorper veranderlicher Dicke und die aul3en aufgebrachte
Verstarkungsschicht der Dicke 1,5 c¢m ist wiederum ein lineares Material zur Anwendung gekom-
men. Dabei wurde fiir den durch ein Textilgelege bewehrten Feinbeton der Verstarkungsschicht
das in Abschnitt 5.2 bereits verwendete orthotrope, linear elastische Material mit den Konstan-
ten £, = 28858 N/mm?, Ey = 19242 N/mm?, E3 = 27390 N/mm?, G1» = 11786 N/mm?,
G13 = 11972 N/mmz, G23 = 11714N/mm2 und vig = 0,22, 13 = 0,12, v31 = 0,18 flr
Elastizitatsmodul, Schubmodul und Querdehnung vorausgesetzt, wobei die Steifigkeiten fir die-
se Simulation nicht abgemindert wurden. Dabei ist die 1-Richtung die Umlaufrichtung und die
3-Richtung die Schalennormalenrichtung. Fir den Betongrundkorper wurde ein isotropes linear
elastisches Material mit £ = 14100 N/mm?, v = 0, 2 verwendet, das der starken Zerstérung des
Betons Rechnung tragt.

Die Last aus Eigengewicht betragt im Schalenbereich etwa 3,5 kN/m?. Zu Vergleichszwecken
wurden zundchst geometrisch lineare Berechnungen unter einer gleichméaRigen vertikalen Flachen-
last von 1 £N/m?, die auf die Schalenflache ohne den oberen und unteren Anschluss wirken, am
unverstarkten und verstarkten System durchgefuhrt. Die maximale Verschiebung in Belastungs-
richtung am oberen Rand der Kuppel betragt dabei am auen verstérkten System 0, 0353 mm, am
unverstérkten, also vollstandig einschichtigen System, 0,0409 mm, am gleichen einschichtigen
System bei verschieblicher, gelenkiger Lagerung des unteren Randtrégers 0,0411 mm und wie-
derum am einschichtigen System bei verschieblicher, gelenkiger Lagerung auf nur 8 gleichmé&Rig
in Umfangsrichtung verteilten Punkten des unteren Randtrdgers 0,0571 mm. Die Verteilung der
auftretenden Vertikalverschiebungen (in z-Richtung) Uber die Kuppel-Innenflache, die auch Refe-
renzflache der Schalenelemente ist, fiir das verstéarkte System ist in Abb. 5.17(b) dargestellt.



5.4 Kuppel des Kriimmeler Wasserturms — Anwendung 139

Nichtlineare Berechnungen mit Delaminationsermittlung.

Mit Hilfe weiterer Berechnungen, die zur Losung des Verbundproblems durch ein iteratives Lo-
sungsverfahren durchgefiihrt werden mussen, bei denen geometrisch nichtlinear, also mit nichtli-
nearen Verzerrungsmalien, aber materiell linear gerechnet wurde, wurde bei Verwendung des vor-
gestellten Mehrschichten-Schalenmodells mit integrierten Kontaktbedingungen zur Beschreibung
des Schichtenverbundes und des Fortschreitens der Delamination in etwa die Belastung, bei der
unter halbseitiger vertikaler Flachenlast auf die Schalenflache (in den zwei Quadranten y > 0) De-
lamination einsetzt, ermittelt. In Abb. 5.18 ist das Voranschreiten der Schadigung der Kuppel durch
Delamination bei Laststeigerung zwischen den Zustanden bei 580 kN /m? halbseitiger Flachenlast
(Abb. 5.18(a), 5.18(b)), bei 670 kN/m? halbseitiger Flachenlast (Abb. 5.18(c), 5.18(d)) und bei
720 kN /m? halbseitiger Flachenlast (Abb. 5.18(e), 5.18(f)) dargestellt. In den dunkel eingefarbten
Bereichen der jeweils rechten Abbildungen tritt im jeweiligen Zustand in der Referenzflache der
Verstarkungsschicht Delamination auf, die bei etwa 557 kN /m? erstmalig einsetzt. Jeweils links ist

0.020
0.004
-0.004
-0.012
-0.020

(a) Vertikalverschiebungen in m bei 580 kN /m? (b) Delaminationsbereich (dunkel) — interpo-
lierte Darstellung
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(c) Vertikalverschiebungen in m bei 670 kN /m? (d) Delaminationsbereich (dunkel) — interpo-
lierte Darstellung
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(e) Vertikalverschiebungen in m bei 720 kN/m? (f) Delaminationsbereich (dunkel) — interpo-
lierte Darstellung

Abbildung 5.18: Delaminationsfortschritt bei halbseitiger Flachenlast
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Abbildung 5.19: Bereiche mit senkrecht auf die Schalenflache wirkendem Druck und Sog

der zugehdrige Vertikal-\Verschiebungszustand der Referenzflache der Verstarkungsschicht in den
einzelnen Laststufen dargestellt. Bis zum Erreichen erstmalig auftretender Delaminationen ist be-
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(a) Vertikalverschiebungen in m bei 670 kN/m? (b) Delaminationsbereich (dunkel) — interpo-
lierte Darstellung
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(c) Vertikalverschiebungen in m bei +770 kN/m? (d) Delaminationsbereich (dunkel) — interpo-
lierte Darstellung
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(e) Vertikalverschiebungen in m bei +860 kN/m? (f) Delaminationsbereich (dunkel) — interpo-
lierte Darstellung

Abbildung 5.20: Delaminationsfortschritt bei bereichsweise senkrecht auf die Schalenflache wir-
kendem Druck und Sog
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reits ein Vielfaches der Belastung, die fiir die lineare Berechnung verwendet wurde, in das System
eingetragen worden. Das heil3t, Delaminationsversagen tritt unter realistischen Lastintensitaten bei
dieser Belastungsform an der Kuppel nicht ein.

Die Belastung, bei der Delamination einsetzt, wird noch in einer weiteren Simulation der \Verfor-
mungen unter einer anderen Lastform ermittelt. Dazu werden senkrecht zur Elementoberflache Fl&-
chenlasten als Druckspannung (Druck) auf alle Elemente im Kuppelbereich in den zwei Quadran-
ten y < 0 und als Zugspannung (Sog) in den zwei Quadranten y > 0 eingetragen, vgl. Abb 5.19.
Ausgenommen sind alle Elemente im Kuppelbereich, die eine Elementkante bei y = 0 haben,
diese sind lastfrei. In Abb. 5.20 ist das Voranschreiten der Schadigung der Kuppel durch Dela-
mination bei Laststeigerung zwischen den Zustanden bei +670 kN/m? Flachenlast (Abb. 5.20(a),
5.20(b)), bei £770 kN/m? Flachenlast (Abb. 5.20(c), 5.20(d)) und bei +860 kN/m? Flachenlast
(Abb. 5.20(e), 5.20(f)) dargestellt. In den dunkel eingefarbten Bereichen der jeweils rechten Ab-
bildungen tritt im jeweiligen Zustand in der Referenzflache der Verstarkungsschicht Delaminati-
on auf, die bei etwa +624 kN/m? erstmalig einsetzt. Jeweils links ist wiederum der zugehdrige
Vertikal-Verschiebungszustand der Referenzflache der Verstérkungsschicht in den einzelnen Last-
stufen dargestellt. Bis zum Erreichen erstmalig auftretender Delaminationen ist auch bei dieser
Lastform bereits ein Vielfaches der Belastung, die fiir die Vergleichsberechnungen von 1 kN /m?
verwendet wurde und eine tatsachlich vorkommende Belastung darstellen konnte, in das System
eingetragen worden. Das heift auch hier, Delaminationsversagen tritt unter realistischen Lastin-
tensitaten bei dieser Belastungsform an der Kuppel nicht ein.

Es wird noch einmal darauf hingewiesen, dass bei den Simulationen ausschlieBlich die \ersagens-
form Delamination berlicksichtigt wurde, die in den untersuchten Féllen offensichtlich erst nach
dem Eintreten anderer maligebender Versagensarten eintritt. Andere Versagensarten und auch de-
ren Wechselwirkungen mit der Delamination wurden im Modell nicht berlcksichtigt und sind
Gegenstand weiterer Forschung im Bereich der Entwicklung eines dreidimensionalen Materialge-
setzes - im vorliegenden Fall des Berechnungsbeispiels - fiir Textilbeton. Dieses kann innerhalb
der Schichten des Schalenmodells integriert werden.

6 Zusammenfassung und Ausblick
6.1 Zusammenfassung

Durch die vorliegende Arbeit wurde auf der Grundlage einer kontinuumsmechanischen Heran-
gehensweise die Formulierung eines mechanischen Modells zur Simulation des Tragverhaltens
geschichteter Flachentragwerks-Strukturen unter Beriicksichtigung der Schédigungsart Delamina-
tion vorgestellt. Grundlage des Mehrschichten-Modells war die Entwicklung einer geometrisch
nichtlinearen oberflachenorientierten Schalentheorie mit schub- und dickenelastischem Verhalten
ausgehend von einer vollstandigen Kinematik einer Multidirektor-Theorie. Der Oberflachenbezug
gewadhrleistet eine auf Kontaktprobleme angepasste mechanische Modellbildung. Die Kontaktfla-
che befindet sich damit stets innerhalb der Referenzflache des Schichtenkontinuums einer von zwei
miteinander in Kontakt befindlichen Schalenschichten. Innerhalb der Schichten wurde ein linear
elastisches, orthotropes Material verwendet, dessen Dreidimensionalitat durch die Schalenformu-
lierung nicht eingeschrénkt wurde. Das Hauptaugenmerk der Arbeit lag auf der Entwicklung eines
auf verschiedene Materialien anpassbaren Schichten-Verbundmodells. Das Versagen des Schich-
tenverbundes — Delamination genannt — wurde durch ein einfaches Spannungskriterium beschrie-
ben. Die Schadigung durch Delamination wurde durch Modifikation der kinematischen Bedingun-
gen beriicksichtigt. Zur Beschreibung des Tragverhaltens nach erfolgter Delamination wurde ein
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als ,,innerer Kontakt* bezeichnetes Kontakt-Modell entwickelt, wodurch zwischen den Schichten
Adhésion beriicksichtigt werden kann. Das vorliegende Schalenmodell kann auf Probleme, in de-
nen kleine Relativverschiebungen zu erwarten sind, flr beliebige elastische Materialien geeignet
angewendet werden. Der Rahmen, in dem diese Arbeit entstand, gab den hauptséchlichen Ein-
satzbereich, die Simulation von Flachentragwerks-Strukturen mit einer \Verstarkungsschicht aus
textilbewehrtem Feinbeton, vor.

Im Rahmen der Umsetzung des Schalenmodells in die Finite-Element-Methode (FEM) wurden
mehrschichtige isoparametrische Verschiebungs-Schalenelemente entwickelt. Diese wurden in das
am Institut fir Mechanik und Fl&achentragwerke der TU Dresden vorhandene FE-Programmpaket
DREFES implementiert, das aus FORTRAN-Routinen aus dem Programmpaket PROFES und Ori-
ginalquelltext des Programmpakets FEABL besteht, welches im Massachusetts Institute of Tech-
nology in den USA entwickelt wurde. Einen Vorteil der als ,,innerer Kontakt* bezeichneten Mo-
dellierung gegeniiber klassischen Kontaktmodellen stellt die deutliche Vereinfachung der Kontakt-
detektion dar. Sie findet zwischen Schichten innerhalb jeweils eines finiten Elementes statt.

Fur den Vergleich der mit den Schalenmodellen méglichen numerischen Simulationen der mecha-
nischen Belastung von Schichtenverbunden mit \ersuchen dienten sogenannte Verbundversuche,
und zwar der Abzug einer Lasche aus Textilbeton von einem Betongrundkorper. Dariiber hinaus
wurde ein quantitativer Vergleich einer numerischen Simulation mit einem in der Literatur zu fin-
denden Beispiel durchgefuhrt, und zwar anhand einer Platte aus kohlefaserverstarktem Kunststoff.

6.2 Ausblick

Die gleichzeitige Verwendung von inelastischem Materialverhalten innerhalb des Schalenkonti-
nuums und der Mehrschichten-Schalenkinematik mit verschieblichen Schichten im Rahmen des
vorliegenden Schichten-Verbundmodells ermdéglicht eine bessere Beschreibung der in Versuchen
festgestellten Effekte.

Kombinierter Einsatz von vorliegendem Schichten-Verbundmodell mit einem Material-
modell auf der Grundlage von Plastizitats- und Schadigungsformulierungen.

\on der Vielzahl der méglichen Schadigungsarten insbesondere beim Einsatz der Modelle fir die
Simulation von inelastischen Materialien wie textiloewehrtem Beton, wurde in der vorliegenden
Arbeit nur die flachige Ablésung einer Schicht von einer anderen, also Delamination behandelt.
Die Interaktionen einzelner Versagensarten spielen jedoch bei der Simulation des Versagens von
Laminaten und laminat&hnlichen Strukturen insbesondere bei der Verwendung von textilbewehr-
tem Feinbeton fir die Einschatzung des Gesamttragverhaltens eines Tragwerkes eine entscheiden-
de Rolle. Risse aus Delaminationen kdnnen in Fortsetzung eines Matrixrisses von ihrem Verlauf
entlang einer Grenzflache zweier benachbarter Schichten abweichen. Das macht die eindeutige
Identifikation der Versagensart schwierig und l&sst deren isolierte Berlcksichtigung unmaglich er-
scheinen. Im Zusammenhang mit dem Einsatz des vorliegenden Schalenmodells fur inelastische
Materialien wie Textilbeton ist daher die Formulierung eines Materialmodells auf der Grundlage
von Plastizitats- und Schédigungsformulierungen zur Anwendung innerhalb des Schalenkontinu-
ums flr eine bessere Annéherung der Simulationen an die vorgestellten Versuche unumganglich.
Dieses zu findende Materialmodell kann mit dem vorliegenden Schichten-Verbundmodell kombi-
niert werden.

Einsatz des vorliegenden Schichten-Verbundmodells in Verbindung mit einer Modelladapti-
vitat.

Das bisher geschaffene Modell gewéhrleistet die Moglichkeit des sich Herausbildens von Delami-
nationsflachen an vorher festgelegten Stellen, und zwar an den Schichtgrenzen der von vornherein
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definierten Schichten. Je mehr solcher Stellen vorgesehen werden, desto grof3er wird allerdings die
Anzahl der Freiheitsgrade und damit der numerische Aufwand. In der weiteren Entwicklung sollte
eine Modelladaptivitat, und zwar eine automatische Anpassung der Kinematik auf der Grundlage
der bei Verwendung eines inelastischen Materialverhaltens festgestellten, zur Schalenreferenzfla-
che ,,parallelen” Gleitflachen, angestrebt werden. Ausgehend z. B. von einer Einschichtenkinema-
tik konnte in Elementen, in denen die dreidimensionalen Spannungszusténde die Versagensflachen
des Materialgesetzes an einigen Punkten des Schalenkontinuums erreichen, auf die bereits ent-
wickelten mehrschichtigen Schalenkinematiken umgeschaltet werden. Dabei orientieren sich die
neu eingefuhrten Schichtengrenzen an den uberbeanspruchten Zonen. So kénnen sich in plastizie-
renden Bereichen innerhalb eines Tragwerks sukzessive mehrschichtige Elemente nach dem Vor-
bild des vorliegenden Schichten-Verbundmodells herausbilden. Durch diese Modellerweiterung
kdnnen jedoch Schrégrisse nach wie vor nicht diskret simuliert werden.

Weiterentwicklung des Kontakt-/Verbundgesetzes.

Im Zusammenhang mit der Beschreibung des Verbundes stellt die genauere Ermittlung von Kon-
taktflachen im Sinne der Kontaktmechanik, d. h. des delaminierten bzw. nicht delaminierten Be-
reiches im Mehrschichten-Verbundmodell, einen weiteren Schwerpunkt dar, und zwar als von der
Diskretisierung unabhangige krummlinig begrenzte Flache. Beim Einsatz von wenigen grofen
Elementen reicht die Auswertung des Versagenskriteriums nur an den Integrationspunkten ggf.
nicht aus. Im vorliegenden Schichten-Verbundmodell werden im Rahmen der Finite-Element-
Formulierung Informationen uber den Verbundzustand nur an den 9 Element-Knotenpunkten des
finiten Mehrschichtenelementes gespeichert. In Féllen, in denen das Flachentragwerk durch we-
nige grolRe Elemente diskretisiert wird, kann zwar ggf. vor auftretender Delamination eine sehr
gute Simulation des Tragverhaltens erreicht werden, eine angemessen genaue Erfassung der dela-
minierenden Bereiche ist dort jedoch nicht immer maéglich. Fur eine diskretisierungsunabhangige
Beschreibung der Verbundproblematik musste innerhalb der Elemente eine genauere, nicht von
den Integrationspunkten bzw. den Element-Knotenpunkten abhéngige Beschreibung der delami-
nierten Flachen bzw. Kontaktflachen vorgenommen werden. Es sollte auf der Grundlage von noch
zu findenden Kriterien, die an den Integrationspunkten in den Schichtenreferenzflachen der finiten
Elemente ausgewertet werden, der Verlauf der R&nder von Kontaktflachen zwischen den Integrati-
onspunkten festgelegt werden. Die zusétzlichen Informationen tiber die Geometrie dieser Flachen
werden tber die Element-Knotenpunkte weitergegeben.
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